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INTRODUCTION 


Dans les années 1980, les ateliers des IREM s'intéressent beaucoup à l'épistémologie et à 
l'histoire des Mathématiques depuis la Mésopotamie, l'Egypte ancienne, la Grèce antique et 
l'apport des Arabes au XI ° siècle. Les développements à la renaissance et la naissance du 
calcul intégral au XVII° s'en suivent, jusque les derniers progrès au XIX © siècle. Certains 
enseignants utilisent ces travaux pour enrichir leur cours et faciliter la compréhension des 
concepts difficiles. 

En 1998, le groupe "Liaison Lycée-Université" de l'IREM de Lille se pose la question : " 
Quel programme enseigner en mathématiques au Lycée au XXT° siècle ?". 

Dans la lignée des études historiques citées ci-dessus il m'a semblé que l'étude de l'évolution 
des contenus des programmes de Mathématiques au Lycée au cours du siècle écoulé peut 
participer à la recherche d'une réponse. En affinant notre analyse des contenus au cours de 
cette longue période, est-il possible de dégager le caractère pérenne de certaines questions ? 
d'identifier les erreurs éventuelles qui ont pu être commises ? et d'observer les méthodes 
d'adaptation des programmes depuis 1900 ? Aïnsi la recherche des changements nécessaires, 
aujourd'hui à l'aube du XXI° siècle peut-elle en être éclairée. Dans les années 1990, la 
recherche d’une réorganisation des études au lycée s’impose en France et dans beaucoup de 
pays développés. En effet un désamour certain est constaté chez les élèves, en ce début 2009 
pour les filières scientifiques. Même si la filière scientifique demeure la plus attractive, ce 
n’est pas toujours pour de bonnes raisons : se trouver en terminale € (puis S) pour être avec 
les meilleurs élèves du Lycée n’ai pas la vocation de cette série. 

Ainsi, les série C et D sont supprimés en 1994, et remplacées par la série S pour des raisons 
qui me paraissent discutables. Mais il faut bien reconnaître que la série S se retrouve au bout 
de quelques années dans la même situation de ” voie royale " que l'ancienne série C. 

C'est pourquoi, ce texte écrit entre 1998 et 2000, je l'ai revu sur quelques points en janvier 
2009 dans cette perspective. 

Sur la méthode utilisée, notons que les analyses des programmes du début du siècle, jusque 
dans les années 20, se trouvent dans les études historiques déjà réalisées (par exemple par 
Bruno Belhoste de l'INRP) et sont, dans l'ordre des faits, généralement admises par la plupart 
des historiens. Par contre, les analyses qui sont formulées dans ce texte à partir du 
programme de 1947 sont, pour une grande part, subjectives dans la mesure où elles 
n'expriment que mon opinion personnelle. Cette opinion, qui ne prétend donc pas exprimer 
un consensus, s'est formée au contact des réalités dans ma vie professionnelle. Elève de la 
classe de Mathématiques élémentaires (M.E.) en 1956 (programme de 1947), j'enseigne en 
Terminale (M.E, TC, TS) d'octobre 1963 à juin 1999. J'ai donc vécu les programmes de la 
seconde moitié du siècle, comme élève puis comme enseignant. En outre l'application des 
nombreux changements de programmes lors de la seconde moitié du siècle a largement 
motivé ce travail. En effet elle a entraîné ma participation à la formation continue des 
enseignants : auprès des IPR de 1983 à 1991 ( jusqu'à la formation des IUFM) et de 1978 à 
2005 à l'IREM de Lille et dans les commissions Inter-Irem " Géométrie" puis "Second cycle 
"au niveau national. 

L'intérêt de ce travail ne se limite pas à être un outil facilitant les choix d’un enseignement 
des mathématiques pour l'avenir. Il peut aussi constituer une source d'informations utile 
aux chercheurs et aux futurs ou jeunes enseignants. Cette histoire proche peut leur permettre 
de mieux comprendre et relativiser les contenus des programmes qui leur sont proposés 
aujourd'hui en 2009 et d'en mieux saisir la continuité ou la rupture. 


! Pour la Terminale scientifique notons les : En 1963, 1972, 1983, 1985, 1991, 1994 et enfin 1998 


J'ajoute que cette analyse m'a permis de voir comment nos pères ont abordé les changements 
dans un contexte qui leur était propre ; par exemple "L'école de la République" de Jules 
Ferry, qui a permis au plus grand nombre d'accéder au niveau du "Certificat d'Etudes 
Primaires", se situe au début de la Troisième République dans un contexte socio-culturel bien 
précis. J'y ai reconnu une filiation ou bien une rupture avec les contenus et les difficultés 
actuelles. 

Une telle étude sur l'évolution des programmes suppose la recherche des causes ; et si 
l'évolution du savoir mathématique est souvent l'élément déclenchant des grandes réformes, il 
faut y ajouter d’autres paramètres, qui sont le plus souvent des astreintes. Je retiens ici sans 
vouloir être exhaustif : la volonté politique du moment, l’évolution des conditions de vie 
matérielles et sociales depuis le début du XX° siècle, les courants de pensée dominants, 
l'évolution de la population des élèves au Lycée vers le plus grand nombre et toujours plus 
d'hétérogénéité, la formation initiale des enseignants, la pression des autres disciplines 
“utilisatrices" des mathématiques, les possibilités budgétaires des gouvernements en place. 
Ces astreintes pèsent lourdement sur les choix des concepteurs des nouveaux programmes. 
Notons, sans généraliser, les abus du pouvoir politique qui parfois engage des réformes 
importantes, sans se soucier des possibilités de financement et de la nécessaire formation 
continue des maîtres qui doivent les précéder et les accompagner. 

De façon évidente, tout ceci conduit au décalage, très fréquent, entre les intentions initiales 
des concepteurs et les résultats constatés ensuite sur le terrain dans la réalité des classes. De 
sorte qu'avec le recul du temps certaines réformes sont considérées comme un succès, d'autres 
comme un échec. Peut-on en déterminer les causes, et si oui, en tirer des leçons pour les 
programmes futurs ? 

Au fil des années sont apparues, et ont parfois disparu, de nombreuses disciplines 
mathématiques. Citons celles qui figurent au moins une fois dans les programmes depuis 1902 
et au cours du siècle : l'arithmétique réintroduite en 1998 dans la terminale S, spécialité math, 
après une éclipse de 17 ans ; l'algèbre ; la trigonométrie ; le cours d'analyse et celui de 
géométrie ; la cinématique ; la statique ; la dynamique ; la géométrie descriptive ; la 
cosmographie ; puis plus tardivement les statistiques, l'analyse combinatoire et le calcul des 
probabilités. 

L'analyse et la géométrie, pour leur caractère pérenne et leur importance constante dans le 
corpus des programmes, vont constituer pendant tout le siècle le noyau dur de notre 
enseignement en terminale scientifique. Je conviens bien entendu que pour donner une idée 
complète de l'évolution des programmes, ce choix est réducteur. C'est donc par souci de 
concision et de clarté que je limite mon étude à ces deux disciplines. 

Les changements des contenus coïncidant souvent avec les réformes de l'enseignement des 
mathématiques au Lycée, je retiens six périodes. 

1° : 1902/1905, et modifications en 1925/1931. 

2° : l'après-guerre en 1945. 

3° : les années 1960. 

4° : les mathématiques modernes dans les années 1970. 

5° : la "contre réforme" des années 1980-1986. 

6° : les années 1990 à 2000. 

Durant cette 6° et dernière période, plutôt que d’évolution, il s'agit d'adaptation des contenus 
mathématiques. Ceci est rendu nécessaire en particulier par une heure de cours de 
mathématiques en moins par semaine dans chaque classe au Collège unique. Et au Lycée, les 
allègements successifs des programmes et/ou des exigences, doivent permettre une ouverture 
démocratique au plus grand nombre. "La Réforme des Lycées" qui occupe les législateurs 
successifs depuis 1990 est essentiellement structurelle avec la disparition des séries C et D et 
son remplacement par la série S en 1994. Les politiques responsables désignent cette période 
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comme celle de "la massification" des Lycées. A propos de la série S, certains enseignants, 
dont je suis, considèrent cette série et ses spécialités au choix : Physique, mathématiques et 
sciences de la terre, comme un "monstre d'encyclopédisme”. Nos arguments se fondent sur 
l'exigence de savoirs scientifiques de même niveau dans cinq grandes disciplines : 
mathématiques, Physique-Chimie, et Biologie-Géologie, le tout accompagné d'un 
enseignement littéraire, historique et philosophique de très grande qualité. N'est-ce point, par 
effet pervers sans doute, la classe la plus élitiste que l'on ait connu depuis longtemps ? 
Notons, sans esprit de polémique, mais au regard des statistiques, que depuis les années 90, 
un désintérêt croissant est constaté chez les élèves pour les sciences dures ( math, physique et 
chimie) considérées par eux comme trop difficiles. Ceci tranche nettement avec les périodes 
plus enthousiastes du début et du milieu du siècle. Dans ce travail, les dix dernières années du 
XX" siècle, pour les raisons que je viens de citer, ne figurent que par un descriptif plus concis 
et accompagné des derniers textes officiels de 1998. 

Cette dernière période s’accompagne d’une perte de rationalité, je n’ai pas dit « perte de 
savoir » dans l’enseignement des mathématiques. Est-ce polémiquer que de l’affirmer ? Je 
tiens à préciser, pour relativiser mon propos, que c’est mon opinion de praticien qui appartient 
à une classe d’âge qui va quitter la vie active au Lycée en 1999. D’ailleurs, dans le même 
temps, les sciences Physiques, donnent la priorité à l'expérimentation au détriment d'une 
formalisation élémentaire. En général, la contradiction à ce propos sur la perte de rationalité 
consiste à préciser que les élèves de 2009 savent d’autres choses apportés par des 
technologies nouvelles. Certes oui, mais c’est en terme de rationalité qu’il y a carence à mon 
sens. Par exemple, si l’on regarde le cours de géométrie au collège, il est difficile d’y 
reconnaître un raisonnement hypothético-déductif très clair : l’élève à peine à distinguer le 
vrai du faux tant il a « admis » d’évidence. J’y reviendrai au cours de ce développement. 


Il importe de noter que les nouveaux programmes de mathématiques mis en œuvre en 2000 
en classe de seconde puis les années suivantes en classe de première et terminale marquent 
dans les textes une véritable rupture avec ce déclin des contenus’. Mais cette rupture se 
traduit- elle effectivement dans la réalité des classes, alors que les horaires en mathématiques 
( série S) ne sont pas majorés et que l'orientation des élèves n'est pas diversifiées ? C'est 
pourquoi, malgré la bonne volonté des auteurs de cette réforme, que j'ai pu rencontrer à la 
commission Inter-IREM second cycle à Paris et dont je salue la compétence, je doute que ces 
nouveaux programmes de 2001 inversent la tendance. 

Pour chacune des six grandes périodes choisies, dans la mesure des possibles, je fixe le 
contexte idéologique, scientifique, économique et social. Je rends compte des évolutions en 
donnant d'une part les textes officiels des programmes et d'autre part des extraits des manuels 
utilisés à ces époques”. Pour une meilleure lisibilité du texte, " j'encadre" les textes officiels, 
citations ou extraits de manuels pour mieux les distinguer de mes commentaires personnels. 
Lorsque les documents originaux sont abîmés, je les remplace par un fac-similé dans cet 
encadré. 

Je précise qu'il n'est pas dans mes intentions de porter un jugement de valeur sur les manuels 
scolaires cités dans ce travail. L'objectif poursuivi ici n'est pas une étude comparée des 
manuels à chaque époque importante depuis 1902. Par contre je crois qu'il est impossible 
d'étudier une évolution, qui est d'abord inscrite dans des textes officiels nécessairement 
concis, sans en contrôler l'application dans les classes. Ces extraits témoignent de 
l'interprétation des programmes officiels par certains auteurs à chaque époque. Mais j'en 
espère aussi une information sur l'application des textes dans la réalité des classes. Il faut donc 


2 : D RES 2 bee D 
La conception de ces programmes a été dirigé par Mme Schwartz de l’université de Grenoble. 


Je les appelle "Document n° N", les éditeurs et leurs auteurs sont identifiés sans ambiguïté. 


choisir pour chaque période un ou deux manuels au plus ; ceux-ci ne sont pas nécessairement 
représentatifs de toutes les publications, d'autres choix sont certainement plus pertinents. De 
fait, il est évident qu'il n'est pas possible de revendiquer l’objectivité dans les analyses des 
programmes successifs au travers des manuels scolaires. Pour essayer de palier à cet 
inconvénient, j'accompagne chaque document cité d'une "remarque" ou d'un "commentaire 
circonstancié" ; ces ajouts bien que personnels n'interdisent pas d'autres interprétations. 
J'espère qu'ils aideront le lecteur à saisir la relativité et la signification des textes ou extraits 
cités, donc à mieux comprendre le sens de l'évolution. 

En ce qui concerne l'Analyse, je ne retiens que la classe terminale scientifique (M.E., TC, 
TS) et son évolution sur trois grands thèmes : la notion de limite, la notion de dérivée et le 
calcul intégral. 

L'étude de l'évolution de l'enseignement de la géométrie est couplée avec l'analyse pour 
chaque période. Son rôle dans l'appréhension de l'espace et le terrain privilégié qu'elle offre 
pour l’apprentissage du raisonnement déductif, explique la présence constante de la 
géométrie pendant tout le siècle. L'enseignement de cette discipline suppose l'étude d'un trop 
grand nombre de chapitres distincts pour qu'on puisse tous les étudier à l'occasion de chacune 
des six périodes. C'est pourquoi, je choisis, à chaque évolution, un ou plusieurs chapitres 
représentatifs, de façon à couvrir, in fine, l'ensemble du corpus abordé en géométrie au cours 
du siècle. 

Parallèlement à ce texte, le lecteur pourrait consulter avec profit des ouvrages historiques sur 
l’évolution de mathématiques depuis les Grecs jusqu’à nos jours afin de mieux situer les 
contenus enseignés en terminale au XX° siècle par rapport à l'avancement de ces disciplines 
jusqu'à la fin du XIX°, début XX°. 

Notamment, la complexité de la genèse de la géométrie oblige à revenir sur l'œuvre des 
Grecs dès le VI © siècle avant notre ère, et sur le rôle des arabes au IX° siècle qui ont traduit 
les "Eléments" d'Euclide et formalisé l'algèbre. Ensuite il faut noter l'apparition de la 
géométrie perspective et analytique et les transformations depuis le XVII° siècle et les 
progrès très importants au XIX° avec la fin du "scandale" du 5° postulat d'Euclide, la 
géométrie projective, les géométries non euclidiennes, le formalisme et l'axiomatique de 
Hilbert. 

Je remercie Bruno Belhoste de l'INRP pour son ouvrage " Les sciences dans l'enseignement 
secondaire français"( Tome 1 édition de 1995 chez Economica) : j'y ai trouvé tous les textes 
officiels des programmes de mathématiques de 1880 à 1914. 

Enfin, je remercie tout particulièrement Rudolf Bkouche, professeur à l'université de Lille, 
qui m'a encouragé à réaliser ce travail et n'a pas ménagé son temps pour me faire bénéficier de 
l'étendue de ses connaissances en histoire des sciences. 

L'aide que m'a apportée Anne-Marie Marmier, professeur à l'université de Lille, par ses 
remarques pertinentes sur l'organisation du texte et la cohérente des chapitres, m'a permis de 
les rendre plus clair et plus lisibles. Je remercie également Raymond Moché, le directeur de 
l'IREM de Lille de l'époque, pour son soutien logistique nécessaire à la réalisation ce travail. 
C’est ainsi que les secrétaires de l'Irem de Lille, Anne-Marie Adam et Nicole Vandenberghe 
et la bibliothécaire Nadine Bojko, m'ont apporté leur soutien actif dans les problèmes de 
reprographie et photocopie, ainsi que la recherche de manuels scolaires anciens. 


CHAPITREI LA REFORME DE 1902/1905 


Le contexte et les enjeux de la réforme. 


Lors de la réforme de 1902, il s'agit bien pour le ministre Georges Leygues de donner à 
l'enseignement des sciences en France une place équivalente à celle de l'enseignement des 
Lettres. Cette refonte générale de l'enseignement se place dans le cadre de ce que Bruno 
Belhoste appelle "le triomphe de l'humaniste scientifique d'inspiration positiviste". 


$1 L'établissement difficile d'un véritable enseignement scientifique au Lycée. 

Cela ne s'est pas fait sans résistance des littéraires ; c'est ici l'occasion de décrire brièvement 

ces péripéties. 

a) Une commission nommée en 1888 par le ministre de l'Instruction publique Léon 
Bourgeois élabore une réforme en 1890 dont l'enseignement des sciences est la principale 
victime. Dans l'enseignement secondaire classique, selon le ministre: " Les lettres, c'est à dire 
l'étude des langues et des littératures, avec l'histoire et la philosophie comme complément ou 
couronnement, garderont naturellement la première place." 

e Quant aux sciences, elles ne sont considérées que comme un complément culturel, pour 
que l'humaniste ne reste pas "étranger à son temps et son pays". 

e Un seul et unique baccalauréat de" l'enseignement secondaire classique" est créé en lieu et 
place des deux baccalauréats existants : ès lettres et ès sciences. 

En conséquence, tous les élèves sont dans l'obligation de suivre jusqu'à la fin de la rhétorique 

(actuelle classe de première) les études gréco-latines. Aïnsi les candidats à la classe de 

Mathématiques élémentaires devant nécessairement passer par la classe de rhétorique pour la 

première partie du baccalauréat, les anciennes classes de mathématiques préparatoires 

disparaissent. Tout ceci nécessite en 1891 de légères modifications dans les programmes de 
sciences de l'enseignement secondaire classique, donc en Mathématiques élémentaires. 

e Parallèlement," l'enseignement secondaire spécial ”, qui s'adressait à une population 
d'élèves ne pouvant suivre les humanités classiques, est transformé en juin 1891 en 
"Enseignement secondaire moderne", complément naturel de l'enseignement secondaire 
classique. Les nouveaux programmes de cet enseignement sont nettement allégés. Quant à 
la dimension démocratique de l'opération, elle ne prête pas à confusion : selon le ministre 
L. Bourgeois "1! s'agit tout ensemble de relever, en la réservant à un nombre restreint, la 
culture des humanités anciennes et d'offrir libéralement à notre jeune démocratie un 
enseignement constituant aussi une éducation générale et conforme aux nécessités 
économiques, politiques et sociales de notre pays et de notre temps”. Si le nouveau 
baccalauréat de l'enseignement secondaire moderne ouvre la porte aux études supérieures 
des sciences et de pharmacie, par contre il n'est pas reconnu par les facultés de lettres, de 
droits et de médecine : c'est significatif. 

b) La réaction viendra à peine dix ans plus tard ; en décembre 1898, une commission 
parlementaire, présidée par Alexandre Ribot, étudie la baisse de fréquentation dans 
l'enseignement secondaire public. Le ministre Georges Leygues, en accord avec les 
conclusions de cette commission, prépare une vaste réforme qui est adoptée à la Chambre en 
janvier 1902. En voici l'essentiel : 

e L'unité de l'enseignement secondaire est réalisée par la réunion des enseignements 
secondaires classique et moderne. Deux cycles sont institués, l'un de la 6° à la 3°, l'autre 
de la seconde à la terminale. Au premier cycle, sont crées une section À avec latin et une 
section B sans latin. 


e Dans le second cycle, on trouve quatre sections correspondant pour les deux premières 
aux lettres : A ( gréco-latine) et B (latin- langues vivantes), et pour les deux dernières aux 
sciences : C (latin-sciences) et D(sciences-langues-vivantes). Ces études sont couronnées 
par quatre baccalauréats : philosophie À et B d'une part et mathématiques C et D d'autre 
part. 

e Enfin le contenu des programmes de langues vivantes et de sciences est considérablement 
augmenté. 

e Il importe de souligner que cette structure va perdurer sous une forme très voisine 
jusqu'au début des années soixante. 

c) En janvier 1904, la réforme est déjà appliquée de la 6° à la classe de 1°, et le point est fait 
lors de conférences organisées par "Le Musée Pédagogique". Les principes de la réforme de 
1902 y sont précisés. 

Je retiens dans une de ces conférences données par Louis Liard les propos suivants sur 

l'enseignement des sciences, qui semblent toujours d'actualité et qui condamnent sans appel 

la pratique du psittacisme. 


Pour bien remplir cet office, il est évident que l'enseignement des sciences doit 
surtout faire appel aux facultés actives des esprits, à celles-là mêmes par lesquelles 
se fait la construction des sciences. La mémoire y joue sans doute un rôle, mais non 
le principal. Ce qu'il s’agit de former c’est la vision exacte des choses, le discernement 
du réel et de l’irréel, du vrai et du faux, le sentiment de la certitude et la justesse du 
raisonnement. La mémoire ne peut que retenir. Rien de plus contraire au véritable 
enseignement scientifique que de verser dans des esprits passifs, soit par le livre, 
soit même par la parole, malgré la supériorité de ce mode de transmission, une masse 
d'abstractions et de faits à apprendre par cœur. 


Fin de citation 


$2 Le contexte politique, idéologique et universitaire 

e Durant la HI° République, la démocratisation de l'enseignement se situe à la fin du 
XIX° et a pour unique objet l'école primaire avec les réalisations du ministre Jules Ferry qui 
ont l'ambition de conduire le plus grand nombre au niveau du "Certificat d'études". 
En 19072, rien de tel au Lycée : d'une part ces établissements concernent dans leur ensemble 2 
à 3% d'une classe d'âge, d'autre part l'ambition de la réforme et d'abolir la suprématie des 
"humanités classiques" dans la formation des élites bourgeoises de la France en la mettant en 
compétition avec ce qui devrait s'appeler des "humanités scientifiques". 

e Le contexte idéologique dominant est une "conception positiviste" de la science. 
Ce système philosophique fondé sur l'expérience et la connaissance empirique des 
phénomènes naturels, pour lesquels la métaphysique et la théologie ne sont pas appropriées, 
est tout à fait favorable à la réforme. S'inspirant de la pensée d'A.Comte (1798-1857) certains 
philosophes de l'époque, donnent aux mathématiques une place privilégiée comme science 
déductive et par suite consacre son rôle de science utile à toutes les autres. Pour l'acquisition 
des savoirs, s'ils reconnaissent comme essentielle la rigueur déductive qui caractérise les 
mathématiques, ils privilégient la démarche qui consiste à s'appuyer d'abord sur la "réalité 
concrète" tirée de la pratique empirique, puis organiser à partir de celle-ci un passage 
progressif à "l'abstraction". On retrouvera cet esprit dans la réforme. 

e Le contexte universitaire joue un rôle prépondérant : les noms des plus grands 

mathématiciens sont associés à l'élaboration ou à la promotion de cette réforme. 

Citons de façon non exhaustive, Poincaré, G. Darboux, Appell, J.Tannery et H.Lebesgues. 
Ainsi G. Darboux dirige la publication, chez la librairie A.Colin, d'un cours complet de 


Mathématiques Elémentaires. De grands noms des mathématiques s'associent à cette 
publication : J.Tannery pour ses "Leçons d'arithmétique théorique et pratique", Hadamard 
pour "Leçons de géométrie élémentaire", C.Bourlet pour "Leçons d'algèbre élémentaire" et 
Tisserand. Pour sa part, H. Lebesgue écrira dans les années suivantes son ouvrage "Sur la 
mesure de grandeurs" destiné à la formation des enseignants. 


1° PARTIE : ANALYSE 


Textes officiels des nouveaux programmes d'algèbre. 


Notons que si le terme n'apparaît pas dans le programme, la rubrique s'appelant "algèbre", 
l'analyse y est réellement présente. Le changement réside pour l'essentiel dans l'introduction 
du calcul différentiel et intégral (dans la suite du texte je noterai en abrégé le CDI.) dès la 
classe de seconde dans les séries scientifiques C et D et en classe de philosophie pour les 
sections littéraires. Notons que le calcul des dérivées était déjà présent avant 1902 en 1° 
Moderne mais seulement sous la rubrique des compléments d'Algèbre. 

Les programmes arrêtés le 31 mai 1902 seront modifiés par l'arrêté du 27 juillet 1905. Des 
modifications y sont obtenues par les enseignants du secondaire qui n'avaient pas participé à 
l'élaboration de celui de 1902. Elles concernent surtout le premier cycle de la 6° à la 3 et vont 
dans le sens d'un enseignement plus concret. Elles sont minimes dans le secondaire, je cite 
donc le programme de 1902 qui intéresse en fait les trois classes de 2°, 1 © et terminale 
(section C et D) ; le programme de 1° se résume à une révision des sujets abordés en seconde, 
et le programme de seconde est repris dans le texte de la classe de Mathématiques (section C 
et D). Ce texte est bref pour l'algèbre, en effet en classe de Mathématiques ne figurent pas 
moins de onze rubriques différentes pour les mathématiques : arithmétique, algèbre, 
trigonométrie, géométrie, cinématique, dynamique, statique, géométrie descriptive, 
cosmographie, dessin géométrique et compléments de géométrie. Comme nous le 
précisons, avec le calcul différentiel, le calcul intégral y fait une entrée discrète mais décisive 
pour de nouvelles problématiques, la notion de primitive d'une fonction ne figure pas dans le 
libellé mais nous trouverons le terme dans les manuels. A ce propos citons Poincaré dans une 
conférence tenue en 1904 au Musée Pédagogique, il précise dans le texte encadré qui suit 
comment doit être envisagée la notion d'intégrale dans l'esprit de cette réforme. 


"Pour définir une intégrale, nous prenons toutes sortes de précautions ; nous distinguons les fonctions 
continues et celles qui sont discontinues, celles qui ont des dérivées et celles qui n'en ont pas. Tout cela est 
à sa place dans l'enseignement des Facultés ; tout cela serait détestable dans les lycées. L'élève, quelque 
définition que vous lui donniez, ne saura jamais ce qu'est une intégrale si on ne lui en a d'abord montré. 
Touies les subtilités le laisseront indifférent. Il croit savoir ce qu'est une surface et il ne comprendra qu'il 
ne le sait pas que quand il saura très bien le calcul intégral ; cen ‘est donc pas au moment Où il aborde ce 


comme l'aire comprise entre l'axe des x, ‘deux ordonnées et la courbe, montrer que eat l'une des 


ordonnées se déplace, la dérivée de cette aire est précisément l'ordonnée elle-même. c'est le raisonnement 


de Newion, c'est comme cela que le calcul intégral est né, et bon gré mal gré il faut repasser par où nos 
pères ont passé." 


Le Texte officiel du programme d'algèbre en 1902 ci-dessous joint porte sur les trois Classes 
de seconde, première et terminale. Le programme de seconde, repris en classe de1° s'arrête à 
"intérêts composés". 


Algèbre 


Introduction des nombres positifs et négatifs ; leur utilité pour la représentation des grandeurs 
susceptibles d’être comptées dans deux sens opposés. Opérations sur ces nombres ; extension 
aux fractions algébriques des propriétés démontrées en arithmétique. 

Monêômes, polynômes ; addition, soustraction, multiplication et division des monômes et des 
polynômes. 

Principes relatifs à la résolution des équations. 

Équations du premier degré à une ou deux inconnues ; résolution et discussion. Exemples de 
systèmes d'équations du premier degré à plusieurs inconnues. 

Équation du second degré à une inconnue (on ne développera pas la théorie des imaginaires). 
Relations entre les coefficients et les racines. Nature et signe des racines. Équation bicarrée. 
Changements de signe et variations des expressions : 4x + b, ax +bx+c. 

Inégalités du premier et du second degré. 

Problèmes du premier et du second degré ; mise en équations. Discussion des résultats. 
Progressions arithmétiques et progressions géométriques. Somme des carrés et des cubes des 
ñ premiers nombres entiers. 

Logarithmes vulgaires. Usage des tables à cinq décimales. Intérêts composés et annuités. 
Coordonnées d'un point. Représentation d'une droite par une équation du premier degré. 
Coefficient angulaire d’une droite. Construction d'une droite donnée par son équation. Repré- 
sentation d’une fonction par une courbe. 

Variations et représentation graphique des fonctions : 


ax + b 
a x+b" 


y=axt+b, y= y=ax +bx+c, y=axt +br+c. 

Notion de la dérivée. Signification géométrique (coefficient angulaire de la tangente) et 
cinématique (vitesse dans le mouvement rectiligne) de la dérivée ; le sens de la variation d’une 
fonction est indiqué par le signe de la dérivée. Dérivée d’une somme, d'un produit, d’un 
quotient, de la racine carrée d'une fonction, de sin x, cos x, tan x, cot x. 


En 1905 des nouveaux textes sont publiés, il y a peu de modifications, mais les programmes 
des trois classes de seconde, première et terminale figurent dans trois textes distincts. Voici le 


texte pour les trois classes tel qu'il figure dans l'arrêté du 27 juillet 1905. 
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Classes de seconde C et D 


(cinq heures) 


Algèbre 
Opérations sur les nombres positifs ou négatifs. 


Monômes, polynômes, termes semblables. 
Opérations — Addition, soustraction, multiplication des monômes et des polynômes : 


ml hop 24 Eté +a" hs, 


*]dentité:x”-a"=(x-a)(x 


Division des monômes. 

Résolution des équations du premier degré à une inconnue. Inégalité du premier degré. 
Résolution et discussion de deux équations du premier degré à deux inconnues. 

Problèmes ; mise en équation. Discussion des résultats. 

Variation de l'expression 4x + b ; représentation graphique. 

Équation du second degré à une inconnue (on ne fera pas la théorie des imaginaires). Relations 
entre les coefficients et les racines. 

Existence et signe des racines. Étude du trinôme du second degré. 

Inégalité du second degré. Problèmes du second degré. Variation du trinôme du second degré ; 
représentation graphique. 


ne .. ax+b ; ; : 
Variation de l'expression Da dr représentation graphique. 
* Notion de la dérivée ; signification géométrique de la dérivée. Le signe de la dérivée indique 
le sens de la variation ; application à des exemples numériques très simples et en particulier 
aux fonctions étudiées précédemment. 

_Progressions arithmétiques et progressions géométriques. Logarithmes. 

Usage des tables de logarithmes à quatre ou cinq décimales. 

Intérêts composés. 


Nota— Pour ce qui est des logarithmes, on se proposera essentiellement de familiariser les 
élèves avec l'usage des tables. 


Pour la classe de 1° (section € et D, 1905) le programme de seconde est repris avec les 
précisions suivantes : 


Algèbre ? 
Équation et trinôme du second degré. Cas où la variable est une ligne trigonométrique. 
Calculs des dérivées de fonctions simples. Étude des variations et de la représentation graphi- 


ue, 

Éuaté d’un mouvement rectiligne au moyen de la théorie des dérivées. Vitesse et accélération. 
Mouvement uniformément varié. 

Les professeurs devront appliquer les théories de l'algèbre à de nombreux exemples emprun- 
tés, soit à l'algèbre, soit à la trigonométrie, soit à la géométrie. 


A compter de la rentrée de 1913, ce programme est remplacé par le suivant donné en note (2) 
dans l'ouvrage de Bruno Belhoste. 


(2) Acompter delarentrée 1913, le programme d'algèbre est remplacé par le suivant : « Equation et trinôme 
du second degré. Exemples numériques où la variable peut être une ligne tigonométrique. 

Notion de la dérivée : signification géométrique de la dérivée. Le signe de la dérivée indique le sens de la 
variation : applications à la variation des fonctions (ax + b) / (a'x + b'}, a +bx+cax+b+c/x etàla 
variation de la fonction ax° + bxè + cx + d où les coefficients sont numériques. 

Étude d'un mouvement rectiligne uniforme ou unifommément varié. _ 

Définition de la vitesse et de l’accélération dans un mouvement rectiligne par les dérivées ». 


11 


Pour la classe de Mathématiques (section C et D) 


Algèbre 
** Nombres positifs et négatifs. Opérations sur ces nombres. 


** Monômes, polynômes ; addition, soustraction, multiplication et division des monômes et 
des polynômes. 

** Principes relatifs à la résolution des équations. 

** Équations du premier degré. 

** Équation du second degré à une inconnue (on ne développera pas la théorie des imaginaires). 
Équations simples qui s’y ramènent. 

** Inégalités du premier et du second degré. 

Problèmes du premier et du second degré. 


Progressions arithmétiques et progressions géométriques. ** Somme des carrés et des cubes 
des ñn premiers nombres entiers, 


Logarithmes vulgaires. Usage des tables à cinq décimales. 
Intérêts composés et annuités. 


Coordonnées d’un point. Représentation d'une droite par une équation du premier degré. 
Coefficient angulaire d’une droite. 


Construction d'une droite donnée par son équation. 
Variations et représentations graphiques des fonctions : 


ax+b je ap 

MES; Y= ; =ax +bx+c. 

paaxt bye VER +bX+E : y=ax 

Dérivée d’une somme, d'un produit, d'un quotient, de la racine carrée d’une fonction, de 
sin X, cos x, tan X, COtan x. 


Application à l'étude de la variation, à la recherche des maxima ou des minima de quelques 


2 
+bx+c . 
PTT, 8 4 px + q , où les 


” 


i i iculier des fonctions de la forme : 
fonctions simples, en particu ee 


coefficients ont des valeurs numériques. 
Dérivée de l'aire d’une courbe regardée comme une fonction de l’abscisse (on admettra la 
notion d'aire). 


[Le professeur laissera de côté toutes les questions subtiles que soulève une exposition 
rigoureuse de la théorie des dérivées ; il aura surtout en vue les applications et ne craindra pas 


de faire appel à l'intuition] 
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II Extraits d'un manuel publié en 1910. Le "Cours d'Algèbre élémentaire" de F. G-M 
édité chez Mame en 1911, il s'agit d'un manuel d'un bon niveau. L'auteur est un religieux 
Frère Georges- Marie qui a publié également des recueils d'exercices très prisés à l'époque. 


$1 Notion de limite 
(Document 1) extrait de F.G.M. chez Mame 


8 I. — Des limites. 


458. Détinition. On appelle limite d'une quantité variable +, un 
nombre fixe a, tel que la différence æ-—a puisse devenir et rester, 
en valeur absolue, aussi petite que l'on veut. Ainsi, dire que x tend 
vers a, c’est dire, par définition, que l’on peut déterminer x de 
manière que la différence æ—a soit plus petite qu’un nombre 
donné s, # étant aussi petit que l'on veut. ° 

D’après cette définition, nous dirons qu’une quantité variable æ 
tend vers zéro, lorsqu'elle peut devenir et rester ensuite en valeur 
absolue moindre qu’un nombre donné, aussi petit que l’on veut. 

Une variable peut tendre vers une limite de trois manières : 

4o Par des valeurs qui soient constamment inférieures à- la 
limite; | 

Qo Par des valeurs qui soient constamment supérieures à la 
limite ; 

3 Par des valeurs qui soient tantôt inférieures, tantôt supérieures 
à la limite. | 


REMARQUE 1. Sur la définition de limite au $458 ci-dessus du manuel, on constate que 
l'expression "la limite d'une quantité variable x est un nombre a" est utilisé indépendamment 
de toute référence à une fonction. Ceci s'explique par l'historique de la notion de limite, c'est 
ce que précise dans la revue Repères IREM n°24, l'article de Rudolf Bkouche "Point de vue 
sur l'enseignement de l'analyse”. 

Pour résumer, il y a d'une part le point de vue adopté par exemple par Cauchy qui est d'ordre 
cinématique : "la variable a pour limite une valeur fixe" a une signification propre ; de plus 
la proposition "f(x) tend vers / quand x tend vers a" se compose de deux propositions 
distinctes, l'une indiquant que "x tend vers a”, l'autre indiquant que "f(x) tend vers /". La 
notion de limite réside dans ce mouvement et c'est le mouvement de la variable qui entraîne le 
mouvement de la fonction. 

L'autre point de vue est de l'ordre de l'approximation, c'est celui de Weierstrass en £E,n. 
Dans cette définition, on fixe la précision de l'approximation de / par f(x) c'est à dire € et on 
recherche n c'est à dire les conditions que doit remplir la variable x. Cette fois la proposition 
" f(x) tend vers / quand x tend vers a” est indissociable, chacun des deux membres n'ayant pas 
de sens isolément. Ce dernier point de vue s'imposera progressivement au cours du siècle au 
Lycée. Mais le point de vue cinématique, plus aisé à saisir, revient souvent sous la plume de 
l'élève, peut-être faudrait-il préciser dans l'enseignement au Lycée, avec plus de force et plus 
souvent, que la notion de limite est une formalisation de la notion d'approximation. Ici 
l'auteur, après la définition du $458 portant sur une variable, N'ENONCE PAS 
EXPLICITEMENT la définition de la limite d'une fonction en un point ; il passe directement 
à la démonstration des opérations sur les limites aux paragraphes 460 et 461 ci-dessous. 
L'élève accepte implicitement l'idée simple que le "mouvement de x entraîne celui de f(x). 
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460 Théorème IL. Lorsque plusieurs fonctions d'une même variable x, en nombre fini, 
sont telles que, x tendant vers une limite donnée & les fonctions tendent 
respectivement vers les limites a, b, c.…..., la fonction équivalente à la somme 
algébrique des fonctions considérées tend vers une limite égale à la somme des limites 
des fonctions. 


461. Théorème III, Lorsque plusieurs fonclions d'une même 
variable x, en nombre fini, tendent respectivement vers des limites 
données a, b, c.…. quand x tend vers «, la fonction égale au pro- 
duit de ces fonctions a pour limite le produit des limites des 
fonctions données. ; 


Soient les fonctions w, ,20 ayant pour limites les nombres 
donnés &, b, c, | 


On a: u— a+. 
v=b+b", 
w—=c+e, 


En multipliant membre à membre : 


us = (a + a')(b +b}(c+e, 
ou 
uvw == abc + acb' + bea! + abc’ + cab’ + ba’c’ + ab'o’ + a'b'e’. 
Le second membre est formé du produit abe et d’un nombre fini 
de termes, contenant chacun au moins un des facteurs a’, b', «’, 
lous ces termes tendent vers céro, il an est de même de leur 
somme ; par suite, 


lim. (uvw) == abc. 


REMARQUE 2. L'aspect intuitif de l'enseignement de l'analyse se retrouve dans la 
démonstration ci dessus qui est cohérente dans ce contexte d'apprentissage d'une notion 
nouvelle. 

L'élève fait appel à son bon sens pour accepter comme une évidence la propriété "si a' tend 
vers 0 alors bca' tend aussi vers 0", où b et c sont des réels constants. 

Sans utiliser la définition de Weierstrass notée de nos jours en £,1, l'élève peut suivre une 
démonstration correcte pour une première approche de la notion de limite. Une des 
caractéristiques de ce programme se retrouve ici : s'appuyer sur le concret puis, à partir de là, 
organiser le passage à l'abstraction. Pour l'élève le concept, non explicité, de limite d'une 
fonction prend du sens progressivement dans l'usage qui en est fait dans ces démonstrations. 
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$ 2 Notion de dérivée 
(Document 2) extrait de F.G.M. édité chez Mame 


8 IL. -- Définition de la dérivée. 


463. Définition. Soit y—f(æ) une fonction continue de la 
variable indépendante æ; à chaque valeur de la variable correspond 
“une valeur bien déterminée de la fonction. Si l’on considère deux 
valeurs voisines æ et x-h, à ces valeurs correspondent deux 
valeurs de la fonction : 


y=f(@) et y+k=f@+h); 
h et % sont les accroissements respectifs de la variable et de la fonc- 
tion; ces accroissements peuvent étre de même signe ou de signes 


contraires, Cela posé, considérons le rapport + de l'accroissement 


de la fonction à l'accroissement de la variable. L | 

+ Lorsque, À tendant 
vers zéro d’une manière quelconque, ce rapport a une limite Lien 
a om cette limite est ce que l’on appelle Ia dérivée de la 
onction. 


Ainsi, par définition, la limite du rapport L ou du rapport 


égal _ {@+ Dre, 


de tend cs zéro, est la dérivée de la fonction. 
rivée se cherche toujours pour i 
Ps j pour une valeur déterminée de la 
: Les fonctions cntinues ont seules une dérivée, mais toutes les 
onctions continugs n’ont pas une dérivée unique ; celles dont nous 
pe. re au un une dérivée unique et bien déterminée 

e la nition de la dérivée résulte évide dériv 
PR Re videmment que la dérivée 


, La dérivée d'une fonction y=—=f(x) est elle-même une fonction 


REMARQUE 3. 

Dans sa définition de la dérivée, l'auteur n'envisage pas que le quotient k/h puisse ne pas avoir 
une limite finie ou pas de limite. Il est certain que la négation de l'existence d'une limite en un 
point est difficile, d'autant plus, comme nous l'avons fait remarquer, que la notion elle-même 
n'a pas été définie de façon formelle ; l'auteur écarte dans sa définition la non-dérivabilité en 


un point. 


ES 


Un exemple de démonstration : ‘'dérivée d'un quotient de deux fonctions" tirée du manuel. 
Je choisis comme exemple de démonstration "la dérivée d'un quotient" qui figure dans la page 
382 du manuel, reproduite partiellement ci-dessus. 

(Document 3) extrait de F.G.M. chez Mame 


38 COURS D'ALUËBRE ÉLÉMENTAIRE 


w et v étant des fonctions de x, je dis que la dérivée eat : 


rs vu — uv 
CÉRrT 
En eftet, si l’on donne à æ l'accroissement Ax, les fonctions y, 
uet v prennent des accroissements correspondants Ay, 4u, Av, et 
l’on a : ; 
___u+aAu. 
A v + Av ? (2) 
donc, en retranchant (1} de (2), 


u + Au U __U0HvAU—uv—uAv _: vAu—yau 


Ye 
y 0 + Av v v(v + Au) 7 u+ Av) ? 
Au Av 
D — 1 —— 
Sa Ay Aæ Ax 
en divisant par 4x, x TT Ua) - . 
Si l’on fait tendre Ax vers zéro, on a : 
...  Ayÿ ls ces CES ._. Av 
lim. y, lim, sw et im. =v; 
? ! 
par suite, * ; y =, 


REMARQUE 4. La démonstration caractérise parfaitement l'esprit voulu par les 
concepteurs. Cette démarche déductive, qui actuellement n'est plus explicitement au 
programme de 1°S ni de TS, est pourtant à la portée de nos élèves comme le montre l'auteur 


Â 
de ce manuel. Il suffit de diviser les deux termes du quotient _ par Ax pour obtenir le 
X 


résultat. On pourrait reprocher au rédacteur de ne pas citer la continuité pour assurer que : 
lim(v + Ax) = v, mais là encore l'auteur utilise implicitement le concept de continuité en un 


Ax—0 
point sous son aspect intuitif et non formalisé : une plus grande rigueur n'a pas été jugée utile 
au Lycée dans l'esprit de la réforme de 1902/1905. 


$3 Le calcul intégral (1902/1905) 
Le texte extrait du même ouvrage (F.G.M. chez Mame ) commence ainsi : 
VII Dérivée de l'aire d'une courbe considérée comme fonction de l'abscisse. (On admet la 
notion d'aire) 
$494. Définition. On appelle fonction primitive d'une fonction donnée toute fonction qui a 
pour dérivée la fonction donnée." Puis l'auteur donne quelques exemples de primitives d'une 


fonction polynôme, une primitive de F est notée frcodx et appelée "intégrale indéfinie", 


distincte de l'appellation : l'intégrale définie de F sur un segment [a, b]. 
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document 3 (De F.G.M. publié chez Mame) 


496. Théorème. Soit = x) une fonction de x qui reste 
finte et continue, lorsque x varie de à à b: à y à toujours une 
fonction finie et continue de x qui admet x) pour dérivée dans 
tout le même intervalle a & b. 


Soit AMB l'arc de courbe représentant la fonction donnée x), 


jé DÉRIVÉS DE L’AIRE D'UNE COURBE #97 


lorsque x croit de 4 4b; soient OP—+ une valeur de x comprise 
entre Oa—a, Ob—b et PM—Y7 
‘la valeur correspondante de la 
fonction. | 

L'aire AaPM—S est une 
fonction de æ, car si l'on donne 
à x Faccroisserment PP'—h A 
cette aire varie avec x; elle 
s'accroît, par exemple, de l'aire 
MPP'M!. 

L'accroissement de cette aire 
est compris entre les rectangles | 
MPPQ et M'PPQ', c'est-à-dire est compris entre les produits 


MP.PP’ et M'P'.PP’, 
On a donc:  MP.PP' < aire MPPM' M'P.PP, 


ou. 


Le TE 

Les côtés MP et M'P' de ces rectangles restent finis par hypo- 

thèse, puisque ce sont les ordonnées de la courbe ; si l’on fait tendre 

h vers zéro, la dimension commune PP’ de ces rectangles tend 
vers Zéro ; l'accroissement d’aire tend donc aussi vers zéro avec À. 


La limite du rapport te PP est donc égale à MP, c'est- 


à-dire à f(x); d’ailleurs, la limite de ce rapport est aussi égale à la 
dérivée de la fonction S par rapport à æ&; on a donc pour chaque 
valeur de x S'=— f(x). 


La surface AaPM—S$ est donc une fonction de + admettant pour 
dérivée la fonction f(x). 
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REMARQUE 4. La démonstration du "Théorème fondamental "du calcul intégral au $496 
est la grande nouveauté dans l'évolution apportée par la réforme de 1902 ; elle permettra dans 
les applications, l'abandon de méthodes obsolètes ou peu rigoureuses comme "l'exhaustion" et 
"les indivisibles", encore employés au Lycée à la fin du XIX° siècle. 
L'intégrale en terminale est l'aire sous la courbe ; comme nous l'avons rappelé, Poincaré 
précise au Musée Pédagogique en 1904 que c'est la bonne procédure. Notons que cette 
définition sera hélas abandonnée en 1972. II faut attendre le siècle suivant pour la revoir en 
2002 en terminale. Dans la logique de la réforme, cette définition s'appuie sur une 
connaissance empirique et intuitive de la notion d'aire et de ses propriétés : celles que l'élève 
connaît depuis le primaire pour le triangle, le rectangle, les polygones. 
Cette démonstration est réalisée avec des arguments simples, faisant appel à l'intuition 
géométrique que l'élève tire de la courbe représentative de f. Toute rigueur excessive et qui 
serait paralysante pour le débutant en analyse est écartée. 
On pourrait reprocher à l'auteur de ne pas préciser dans sa rédaction que f est croissante et 
positive sur [a, b], sinon à le voir sur la figure. Toujours au $496 la notation "S'=f(x)" plutôt 
que "S'(x)=f(x)" si elle peut maintenant nous choquer et usuelle à l'époque. Enfin, 
certainement dans un but de simplification, il n'examine pas la limite du rapport 
aireMPP'M' 
PP" 
à gauche en b de la fonction S. Il sera intéressant de constater l'évolution de la rédaction de 
ces questions au cours du temps. La suite du texte ( $498), précise le théorème suivant où F 
est une primitive de f sur [ab] : 
Théorème. ‘'f(x) étant finie et continue sur l'intervalle a à b; on appelle intégrale définie 
de f{x)dx la différence F(b)-F(a)." 


b 
L'auteur représente cette intégrale définie par le symbole Ï f(x)dx qu'on lira "somme de a à 


,niena nienb ; ce qui l'obligerait à évoquer la notion de dérivée à droite en a et 


b de f(x)dx". Avec cette notation, on a par définition jé (x)dx = F(b) — F(a). Calculer une 


intégrale définie c'est donc faire une quadrature ; pour l'élève ce calcul d'aire, auquel il a été 
familiarisé pour des figures comme le triangle ou le rectangle, a un sens qu'il transmet au 
concept d'intégrale. 


IV Analyse du succès de la réforme de 1902 /1905 en analyse. 


Avec le recul, en analyse la réforme est considérée comme un succès. On peut essayer d'en 
dégager les raisons. 

La réforme est prise en charge par les plus grands mathématiciens français 
de l'époque ; nous les avons cités. 

Les élèves des Lycées, majoritairement choisis dans l'élite bourgeoise, sont 
en principe bien préparés par leur environnement aux spéculations abstraites. Il n'est pas 
encore question pour le pouvoir politique, au début du siècle, de démocratisation des Lycées. 
Les enseignants des classes de Mathématiques sont également choisis parmi les meilleurs ou 
considérés comme tels. 

La réforme s'effectue dans la continuité, on ne supprime pas mais on 
ajoute de nouveaux concepts ; essentiellement les problèmes de mesure des grandeurs et le 
CDI. La réforme réalise un "dépoussiérage nécessaire" de l'enseignement de l'analyse après 
les dernières mises au point théoriques sur les réels, les concepts de limites et d'intégrales de 
la fin du XIX° siècle. La cohérence et une rigueur mesurée s'accompagnent du calcul 
algébrique et de l'intuition 
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Les changements restent mesurés dans le cadre d'une analyse algébrisée et 
algorithmique avec le calcul des dérivées et des primitives. Les exemples présentés ci-dessus 
au paragraphe IT montrent bien que si les questions de limites sont abordées avec cohérence, 
c'est en faisant largement appel à l'intuition. Aïnsi pour l'intégrale, il n'est pas question des 
définitions formalisées. Le souci est grand d'éviter les ruptures. Les difficultés liées aux 
approximations, à l'aspect quantitatif de l'analyse qu'on précisera plus tard par les termes 
"majorer, minorer, encadrer”, sont écartées. Le CDI élargit le champ des problèmes par 
l'étude des fonctions polynômes, rationnelles et irrationnelles, et la recherche de maxima et 
minima. Enfin disparaissent de l'enseignement au Lycée les "indivisibles"*, et la méthode 
d'exhaustion, utilisé déjà par Archimède, pour le calcul de certaines aires’ comme celle du 
segment de parabole. Le calcul intégral permet de faire le lien avec la Physique : calculs de 
volumes, de moments d'inertie, de centre de gravité. C'est l'époque d'un grand mouvement 
international vers les Sciences Physiques et chimiques, les Mathématiques”, et aussi, les 
Sciences de la nature’ . 


* L'italien Cavalieri est à l'origine de cette méthode de calcul des aires au début du XVIP siècle. On la trouve 
encore dans les manuels scolaires de la fin du XIX°siècle. 

$ Le rôle historique de ces notions n'est pas remis en cause. 

$ Notons qu'en 1902, E.T. Whittaker & G.N. Watson publient "A Course of Modern Analysis". 

7 Avec les théories qui se sont imposées au XIX° siècle. Notons la théorie de l'hérédité qui doit beaucoup à 
Mendel, (1822-1884), et Darwin et la théorie de l'évolution. 
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Ce succès va durer sur les contenus en classe Terminale, l'enseignement de d'analyse 
évoluera très peu lors des changements de programme de 1925 et 1931, comme le montre 
l'arrêté du 3 juin 1925 concernant l'algèbre. De même en 1945 comme je le justifie dans les 
extraits des programmes. Voici celui figurant dans l'arrêté de 1925 : 


ALGEBRE 


Nombres positifs et nombres négalifs. Opérations sur 
ces norubres. 

Monomes, polynomes. Addition, soustraction, multi- 
plication, division des monomes et des polynomes. 

Principes relatifs à la résolution des équalions. 

Équalions du premier degré. 

Équations du second degré à une inconnue (on ne par- 
lera pas des imaginaires). Équations simples qui s'y ra- 
mènent. 

Inégalités du premier et du second degré. 

Progressions arithmétiques et progressions géomé- 
triques. 

Logarithmes vulgaires Usage des tables à quatre ou 
cinq décimales 

Intérêts composés et annuités. - 

Coordonnées d'un point. Représentation d'une droite 
par une équalion du premier degré. Coefficient angulaire 
d'une droite. Construction d'une droile donnée par son 
équation 

Variations et représentalions graphiques des fonciions 


ar +h 
a'x + b' 

Dérivée. Signification géométrique. — Dérivée d'une 
somme, d'un produit, d'un quotient, de la racine carrée 
d'une fonction, de sin x, Cos z, lg x, COlg x. 

Application à l'étude de la variation, à la recherche 
ces imaximna et des minima de quelques fonctions simples, 
en particulier des fonctions de la forme 


ax + b, axt+br+e, ar +brt+e. 


az +bx+c 
ax? + b'x+ c 
où les coefficients ont des valeurs numériques. 
Exemples numériques de fonclions simples tirées des 
fonctions précédemment étudiées où la variable est une 
fonclion irigonoméirique. 
Fonction primilive. Ulilisation pour le calcul de cer- 
taines aires (on admettra la notion d'aire). 


, an + bei + cc +d. 
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2° PARTIE : GEOMETRIE DANS LA REFORME DE 
1902/1905 
ET MODIFICATIONS DU PROGRAMME EN 1925 et 
1931 


UN POINT DE METHODE. 

De 1907 à 1972, le cours de géométrie en Terminale (ME, puis T.C.) demeure la partie la 
plus importante du programme : d'une part il gouverne d'autres disciplines comme la 
géométrie descriptive, la statique, la mécanique et la cosmographie ; d'autre part les 
problématiques géométriques tiennent la première place dans l'enseignement, aussi bien par 
le "devoir de géométrie hebdomadaire " que dans le contenu de l'épreuve écrite au 
baccalauréat. Pour donner une idée juste de l'évolution de ce vaste ensemble, il n'est pas 
possible de se limiter, comme en analyse, à trois items seulement (limite, dérivée et intégrale). 
Mon objectif obéit à une double nécessité : d'une part faire figurer au moins une fois un 
extrait de chaque grande question du programme et d'autre part suivre l'évolution de 
quelques notions clés qui donnent la signification de ce travail. Ceci n'est possible qu'en se 
limitant à quelques sujets à l'occasion de chaque réforme de façon que l'étude complète 
couvre la plupart des chapitres du cursus en géométrie au XX° siècle. Hélas certaines 
questions ne seront donc pas développées, c'est une attitude réductrice et obligée pour la 
lisibilité de cette étude. Enfin les enseignants, en exercice actuellement et formés après 1972, 
ont un cursus scolaire et universitaire très différent de celui de leurs aînés et souvent minoré 
en géométrie. C'est pourquoi les extraits de manuels portant sur certains chapitres depuis 
longtemps abandonnés au Lycée, sont volontairement plus importants ; leurs commentaires 
sont plus brefs. 


I Les grandes idées à l'origine de la réforme en géométrie de 1902-1905 


a) L'objectif : le caractère expérimental et la méthode déductive. 

Pour renouveler en profondeur l'enseignement de la géométrie les instructions officielles en 
1905, où l'on reconnaît l'influence du positivisme, insistent sur la nécessité de conjuguer ce 
qui tient de l'intuitif et de l'expérimental d'une part, avec ce qui est de l'ordre du raisonnement 
logique. Cette idée majeure a été développée par Charles Méray en 1874 dans son ouvrage 

" Les nouveaux éléments de géométrie". Elle sera reprise globalement par les concepteurs de 
la réforme notamment Carlo Bourdet. 

La réalisation de cet objectif se réalise par des ruptures avec la tradition de l'enseignement de 
la géométrie élémentaire au Lycée au XIX°, celle-ci étant depuis longtemps fondée sur 
l'ouvrage de A.M. Legendre " Les éléments de géométrie” publié en 1794. 

b) La première rupture. Depuis les Grecs la distinction est nette entre la géométrie 
plane qui est étudiée en premier lieu et la géométrie dans l'espace qui est en réalité la 
géométrie des objets de l'espace, par exemple l'étude des cinq solides de Platon, et qui dépend 
des propriétés de la première. Notons que la notion d'espace en tant que tel n'existe pas dans 
la tradition euclidienne avant le XVII° siècle ; depuis les Grecs, et se réduit à étudier les 
solides de l'espace. Or une des grandes ruptures voulue par le programme de 1902/1905 est 
due à C. Méray dont l'objectif est de réaliser dans l'enseignement la fusion entre la 
"géométrie plane " et "la géométrie dans l'espace". Historiquement, c'est Desargues qui le 
premier avec "la perspective" met en évidence cette “fusion” en étudiant les coniques comme 
perspective de cercles, puis en démontrant que certaines propriétés planes sont des 
conséquences de propriété spatiales ; ainsi la démonstration des triangles homologues 
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(souvent appelé "Le théorème de Desargues"). Puis Monge à la fin du XVII”, développe la 
géométrie descriptive comme instrument de représentation et de recherche, utilisant 
simultanément propriétés planes et propriétés spatiales. En 1826 Gergonne, ancien élève de 
Monge, met sur le compte de l'habitude depuis vingt siècles la division entre les deux 
géométries et pense cette distinction non conforme à la nature des choses. Les Italiens comme 
Cremona étudient cette "fusion" également à la même époque (1873). Cette façon de fondre 
géométrie plane et géométrie dans l'espace fera l'objet d'une polémique ; certains comme 
Hadamard la refusent. D'ailleurs de nombreux auteurs de manuels du programme de 
1902/1905 ne pratiquent pas cette fusion, considérant que la représentation des figures de 
l'espace constitue une difficulté suffisante en elle-même pour les élèves et qu'il est plus 
naturel de commencer par le plan. 


c) Deuxième rupture. Toujours dans le même ouvrage, C. Méray remet en avant 
l'idée de mouvement. Rappelons qu'une fois posée les trois cas d'égalité des triangles, Euclide 
s'interdit dans la suite toute référence au mouvement dans les démonstrations et construit 
rationnellement la géométrie. C'était le point de vue de Legendre dans "Les éléments de 
géométrie" en 1794, cité ci-dessus. La rupture avec Legendre et la tradition euclidienne sur 
le rôle du mouvement apparaît déjà dans les travaux de Chasles sur les déplacements finis et 
infinitésimaux des solides. C'est également au XIX° qu'est définie la "géométrie cinématique" 
qui permet l'intervention du mouvement dans les démonstrations. C'est ce que fait Méray en 
utilisant le mouvement par exemple dans les démonstrations sur les translations et les 
rotations. La polémique se développe immédiatement, certains reprochent à cette méthode un 
manque de rigueur. En effet les points de vue de C. Méray, adoptés dans les programmes de 
1902/1905 ambitionnent un enseignement de la géométrie au Lycée plus intuitif, plus 
expérimental. Ce caractère expérimental de la géométrie est une des idées maîtresses de la 
réforme ; nous le constaterons dans les extraits de manuels au paragraphe IV. 

d) Evolutions des contenus. Le grand chapitre sur les coniques installé au Lycée 
depuis le début du XIX° perdure en 1902/1905. La grande nouveauté est l'étude des 
transformations. Les travaux des géomètres sur les transformations géométriques comme nous 
les avons montrés se sont développés pendant tout le XIX° siècle et 1l est naturel que de cette 
réforme au Lycée en tienne compte. 

e) conclusion. Nous avons vu que le XIX° siècle est marqué par un renouveau de la 
recherche en géométrie qui conduit à la mise en place définitive des coniques, de la géométrie 
projective, des transformations et enfin des géométries non euclidiennes. La réforme de 
1902-1905 se fixe comme objectif l'adaptation de certaines de ces idées nouvelles à 
l'enseignement au Lycée. 

Nous allons montrer le caractère radical de cette réforme en donnant le texte du programme 
officiel de 1902/1905. Puis nous choisirons des extraits suffisamment nombreux de deux 
manuels de l'époque pour saisir toute la portée de l'évolution auprès des élèves. 
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II Programme officiel de la classe de Mathématiques en 1902° 


Géométrie 


FIGURES PLANES 

Ligne droite et plan.— Angles.— Droites perpendiculaires. 

Triangles.— Triangle isocèle.— Cas d'égalité des triangles. 

Perpendiculaires et obliques.— Triangles rectangles.— Cas d'égalité. 

Définition d'un lieu géométrique.— Lieu géométrique des points équidistants de deux points 
ou de deux droites. 

Droites parallèles. 

Somme des angles d’un triangle, d’un polygone convexe. 

Parallélogrammes. 

Figures symétriques par rapport à un point ou à une droite.— Deux figures planes symétriques 
sont égales. 

Translation d’une figure plane de forme invariabie. 

Composition de plusieurs translations. 

Usage de la règle et de l'équerre. 


Cercie.— Intersection d'une droite et d’un cercle. ? 


Tangente au cercle ; les deux définitions de la tangente.— Ares et cordes. 

Positions relatives de deux cercles. 

Mesure des angles. 

Mouvement de rotation autour d’un point.— Tout déplacement d’une figure plane de forme 
invariable dans son plan se ramène à une rotation ou à une translation. 

Usage de la règle et du compas. Rapporteur. 

Problèmes élémentaires et lieux géométriques. 


Longueurs proportionnelles.— Toute parallèle à l’un des deux côtés d’un triangle divise les deux 
autres côtés en parties proportionnelles.— Réciproque. 

Propriétés des bissectrices d'un triangle.— Lieu géométrique des points dont le rapport des 
distances à deux points fixes est constant. 

Triangles semblables.— Cas de similitude. 

Homothétie.— Centres de similitude de deux cercles. — Polygones semblables. 

Relations métriques dans un triangle rectangle et dans un triangle quelconque.— Théorème 
de Stewart.— Lignes proportionnelles dans le cercle. Puissance d'un point par rapport à un 
cercle— Axe radical.— Centre radical.— Inversion.— Diviser une draite en parties propor- 
tionnelles à des druites données.— Quatrième proportionnelle ; moyenne proportionnelle. — 
Division d'une droite en moyenne et extrême raison. 

Polygones réguliers.— Démontrer qu'il existe des polygones réguliers d’un nombre quelcon- 
que de côtés. — Inscription du carré, de l'hexagone, du triangle équilatéral, du décagone, du 
pentédécagone.— Deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont semblables. — 


$ Ce texte est extrait de l'ouvrage de Bruno Belhoste publié en 1995 "Les sciences dans l'enseignement 
secondaire français" chez Economica pour l'INRP. Ce programme sera modifié dès la rentrée 1907 par un arrêté 
du 27 juillet 1905. 
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Rapport de leurs périmètres.— Longueur d’un arc de cercle.— Rapport de la circonférence au 
diamètre, Calcul de x (on se bornera à la méthode des périmètres). 


Aires des polygones ; aire du cercle— Mesure de l'aire du rectangle, du parallélogramme, du 
triangle, du trapèze, d'un polygone quelconque. 

Le carré construit sur l'hypoténuse d’un triangle rectangle est équivalent à la somme des carrés 
construits sur les côtés de l’angle droit. 

Rapport des aires de deux polygones semblables. 

Aire d’un polygone régulier convexe.— Aire d’un cercle, d’un secteur et d'un segment de 
cercle.— Rapport des aires de deux cercles. 

Notions d'arpentage.— Usage de la chaîne et de l’équerre d'arpenteur. 


FIGURES DANS L'ESPACE 

Plan et ligne droite. 

Détermination d'un plan. Droite et plan perpendiculaires. 

Propriétés de la perpendiculaire et des obliques menées d‘un même point à un plan. 
Parallélisme des droites et des plans. 

Angle dièdre.— Dièdre droit.— Angle plan correspondant à un angle dièdre. 

Le rapport de deux angles dièdres est le même que celui de leurs angles plans. 
Plans perpendiculaires entre eux. 


Angles trièdres.— Chaque face d'un trièdre est moindre que la somme des deux autres.— 
Limites de la somme des faces d'un trièdre. 

Disposition des éléments d'un trièdre. 

Trièdres supplémentaires. 

Dans tout trièdre chaque dièdre augmenté de deux droits est plus grand que la somme des 
deux autres. 

Limites de la somme des dièdres d'un angle trièdre. 

Si l’on prolonge les arêtes d'un angle trièdre quelconque au delà de son sorunet, on forme un 
nouvel angle trièdre qui ne peut lui être superposé, bien qu'il soit composé des mêmes 
éléments. 

Cas d'égalité des triédres. 

Somme des faces d'un angle polyèdre convexe. 


Polyèdres.— Parallélépipède.— Volume du parallélépipède rectangle.— Volume du parallélé- 
pipède droit.— Volume du prisme droit — Volume du parallélépipède oblique — Volume du 
prisme oblique. 

Pyramide.— Volume de la pyramide.— Volume du trône de pyramide à bases parallèles. 
Folyèdres homothétiques.— Polyèdres semblables.— Rapport des volumes de deux polyèdres 
semblables.— Translation d'une figure de forme invariable dans l’espace. Rotation autour d'un 
axe— Déplacement le plus général d’un corps dans l’espace. 


Figures symétriques. — Symétrie par rapport à un point. — Symétrie par rapport à un plan. Ce 
second mode de symétrie se ramène au premier. — Symétrie par rapport à une droite.— Deux 
polyèdres symétriques sont équivalents. 


Cylindre droit à base circulaire. — Surface latérale. — Volume. 


Cône droit à base circulaire — Sections paralièles à la base.— Surface latérale du cône, du tronc 
de cône à bases parallèles.— Volume du cône du tronc à bases parallèles. 


Sphère— Sections planes, grands cercles, petits cercles.— Pôles d'un cercle.— Étant donnée 
une sphère, trouver son rayon par une construction plane. 

Plan tangent. 

Mesure de la surfacæ engendrée par une ligne brisée régulière tournant autour d'un de ses 
diamètres.— Aire de la zone.— Aire de la sphère.— Mesure du volume engendré par un 
triangle tournant autour d'un axe mené dans son plan par un de ses sommets.— Application 
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au volume engendré par un secteur polygonal régulier tournant autour d'un de ses diamè- 
tres.— Volume d’une sphère. Volume d’un segment sphérique. 


COURBES USUELLES 

Ellipse.— Définition de l'ellipse par la propriété des foyers.— Tracé de la courbe par points et 
d'un mouvement continu.— Axes.— Sommets.— Cercles directeurs.— Intersection d’une 
droite et d’une ellipse.— Tangente.— Normale.— Mener à une ellipse une tangente : 1) par un 
point donné ; 2) parallèlement à une droite donnée.— Ellipse considérée comme projection 
d'un cercle. 

Parahole — Définition de la parabole par la propriété du foyer et de la directrice.—- Tracé de la 
courbe par points et d’un mouvement continu-— Axe.— Sommet. Intersection d'une droite 
et d'une parabole.— Tangente.— Normale — Sous-normale.— Mener à une parabole une 
tangente : 1) par un point donné ; 2) parallèlement à une droite donnée — Relation entre le 
carré d'une corde perpendiculaire à l'axe et sa distance au sommet. 


: Sections du cône droit — Méthode de Dandelin.— Hyperbole. 


Hélice — Définition.— Propriété de la tangente. 


REMARQUE. 


Cette réforme est surtout l'œuvre des universitaires. Son application dès la rentrée de 1902 de 
la 6° à la 1° provoque des réactions défavorables de la part des enseignants du secondaire. 
Ceux ci obtiennent des aménagements. 

L'arrêté de juillet 1905 leur donne satisfaction dans le sens d'un cours plus concret dans le 
premier cycle (l'actuel collège). Le programme de la classe de mathématiques en géométrie 
s'il est peu modifié, avec notamment l'apparition des vecteurs, devient beaucoup plus concis 
dans sa rédaction, surtout en géométrie dans l'espace. 
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HT Texte officiel du programme de géométrie de 1905 


Géométrie 
*+ Droites. Angles. Parallélisme. Polygones. Cercle. 
#* Plan ; droites et plans. Angles dièdres ; angles polyèdres. 
Translation. Rotation. Symétries. 
Homothétie et similitude. * Relations métriques. * Polygones réguliers. 
Prisme, pyramide, cylindre, cône, sphère. 
Aires et volumes. 
Puissance d’un point par rapport à un cercle et par rapport à une sphère. Axes radicaux. Plans 
radicaux. 
** Polaire d’un point par rapport à un cercle ; plan polaire d'un point par rapport à une sphère. 
Inversion. Applications. Appareil de Peaucellier. Projection stéréographique. 


VECTEURS 

Projection d’un vecteur sur un axe ; moment dipolaire par rapport à un point ; moment par 
rapport à un axe. 

Somme géométrique d’un système de vecteurs ; moment résultant par rapport à un point ; 
somme de moments par rapport à un axe. 

Application à un couple de vecteurs. 

* Projections centrales.— Plan du tableau. Perspective d'un point, d’une droite, d'une ligne. 
Point de fuite d’une droite. Perspective de deux droites parallèles. Ligne de fuite d’un plan. 
Conception de la droite à l'infini d’un plan. 


CONIQUES 

Eilipse.— Tracé ; tangente ; problèmes simples sur les tangentes. Équation de l'ellipse rapportée 
à ses axes. Ellipse considérée comme projection du cercle ; problèmes simples sur les tangentes ; 
intersection de l’ellipse et d'une droite. 


Hyperbole.— Tracé ; tangente ; asymptotes ; problèmes simples sur les tangentes. Équation de 
l'hyperbole rapportée à ses axes. 


Parabole.— Tracé ; tangente ; problèmes simples sur les tangentes. Équation de la parabole 
rapportée à son axe et à la tangente au sommet. 
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IV Extraits d'un manuel de la classe de Mathématiques sur les transformations 


$1 Cas d'égalité des triangles. 


(Document 1) extrait du "Vacquant et Macé de Lépinais"" publié en 1917 chez Masson et 


conforme aux programmes de 1905 et aux modifications mineures en 1912. Le premier 


auteur est inspecteur général, le second ancien normalien. Cet ouvrage est considéré comme 


l'un des manuels de référence à cette époque. 


22 LIVRE PREMIER. 


On appelle cas d'égalité des triangles certains cas dans les- 
quels on peut affirmer que deux triangles sont égaux. 


Mhéorème. - 


{Premier cas d'égalité des triangles.) « 


61. Deux triangles qui ont un côté égal adjacent à deux 
angles égaux chacun à chacun sont égaux. 


Soient les triangles ABC, A’B'C' (fig. 39); si l’on a 

. BC—B'C, B—B’, C—C,ces deux triangles sont égaux. 
En effet, portons le triangle A’B’C’ sur le triangle ABC, 
de façon que le côté B’C’ tombe sur lé côté BC qui lui est 
égal, B’ en B, C en Cet que les deux triangles soient 
ane placés du même côté du côté 
fi commun BC. L’angle B' étant 
À égal à l'angle B, le côté B’A’ 
prend la direction BA, et le 
point A’ tombe sur BA ; de même 


C l'angle C’ étant égal à l'angle C, 
6 le côté C’A° prend la direction 
GA, et le point 4’ tombe sur CA. 

Fig. 


Le point A’ tombant sur BA ét 
sur CA, tombe nécsvtirenreni au point d’intersection A de 
ces deux droites. Donc les deux triangles coïncident et sont 
égaux. 

[} suit de là que les trois égalités BC—B'C, B—B, 
C— C, entrainent, comme conséquences, les trois égalités : 
K Ar AB-==4'D', AC — A’C”. : 


Théovorère. 
(Deuxième cas d'égalité des triangles.) 


62. Deux triangles qu ont un angle égal compris enire 
deux côtés égaux chacun à 


à 4’ 
chacun sont égaux. 
d Soient les triangles ABC 
4 | ; 


et A'B'C' (Ag. 40), dans les- 
quels AA’, AB—A'B, 
Œ nr elle ces deux triangles 
. sont égaux. 

” B' Fig. 40. En effet, portons le triangle 
A'B'C’ sur le Lrisangle ABC, de façon que le côté 4’B’ Lormbe 
sur le côté AB, qui lui eet égal, A’ en À, B’eu B, et plaçons 
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Suite du $62 en fac- similé : 
les du même côté du côté commun AB. L'angle A' étant égal à l'angle À, le côté A'C' prend 
la direction AC, et comme d'ailleurs A'C'=AC, le point C' tombe en C. A' étant en À, B'en 
B, C'en C, les triangles coïncident : donc ils sont égaux. Il suit de là que les trois égalités 
A= À', AB = A'B', AC=A'C", entraînent comme conséquences, les trois égalités : BC = 
B'C', B=B', C=C". 
Théorème. 
(Troisième cas d'égalité des triangles.) 

63. Deux triangles qui ont les trois côtés éjaux chacun 
à chacun sont égauæ. 

Soient les deux triangles ABC, A’B'C' (fig. 41), dans les- 
quels BC—B'C, AC: A'C', AB—A'B'; ces deux triangles 
sont égaux. En effet, transportons le triangle A’B'C’ à côté du 
triangle ABC, en 
le retournant de 


A 

façon que le côté Pa | 

B’C coïncide \ ul 
pe ? 8” 
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avec le côlé égal 
BC, B'enB, et C’ 
en GC, et que le 
sommet A’tambe 
en A" du côté op- Fig. 41. 
posé, par rap- À" : 
port à BC, à celui où est le sommet A. Les côtés BA, BA” du 
triangle ABA° étant égaux, la bissectrice de l'angle AB’ est 
perpendiculaire à AA", en son milieu (55); de même, les 
eôtés CA, CA” du triangle ACA” étant égaux, la bissectrice 
de l'angle ACA” est perpendiculaire à AA” en son milieu. 
Comme par le milieu de AA” on ne peut élever qu'une seule 
perpendiculaire à AA”, les deux bissectrices se confondent 
entre elles et avec la droite BC. I] suit de là que l'angle ABC 
est égal à l'angle A"BC, c’est-à-dire à l’angle A'B'C'. Done, 
les deux triangles ARC, A'B'C’ sont égaux comme ayant un 
angle égal compris entre deux côtés égaux, chacun à chacun. 

ll suit de là que les trois égalités AB— A’B', AC —A'C, 
BC— B'C', entraïnent, comme conséquences, les trois éga- 
lités C—C", B—B', A—A4. 

64. REMARQUE. Des théorèmes précédents il résulte que deux 
triangies ont leurs six éléments égaux chacun à chacun dès 


REMARQUE 1. Cette utilisation initiale du mouvement fait de ‘transport et de 
retournement" pour faire coïncider les triangles caractérise la démarche première d'Euclide, 
mais dans toute la suite du développement de la géométrie celui occulte le mouvement ; ses 
démonstrations s'appuient sur les axiomes et le raisonnement. Notons que l'efficacité de l'outil 
"cas d'égalité des triangles" dans les démonstrations est reconnu, 1l permet aux élèves 
d'accéder dès le Collège à des problématiques riches et intéressantes sur les figures. 


$2 Figures égales dans le plan sur deux exemples. 
a) Symétrie dans le plan par rapport à un point. 
Les auteurs développent d'abord l'action de la symétrie centrale de centre O sur un polygone 
F dans un plan P fixe, un plan P,coïncidant avec P tourne autour de O de deux droits pour 
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nee Fet le polygone image F' par un glissement plan sur plan. On "constate" sur la 
figure la conservation des angles et de leur sens. L'extrait suivant porte sur des polygones 
égaux par symétrie par rapport à une droite. 


b) Symétrie orthogonale dans le pl à i 
à plan par rapport à une droite. 
Vacquant et Macé de Lépinais" i ve 


138. La figure symétrique d'une figure plane F par rapport 
&'une droite LL' du plan de ceile figure est une figure F' 
égale à la figure F. Te 
: En particulier : ss 
: La figure symétrique d'une portion de droite AB par 
rapport à l'are LL' est une portion de droite égale A'B'; si 
‘la droîte AB rencontre l'axe .en un point R, la aroite AB" 
crencontre aussi l'axe au point R, el les angles L'RA, L'RA 
“soné égaux ; si la droite AB est paratièle à l'axe LL’, la droite 
AB’ est aussi parallèle à l'axe LL. 
: La figure symétrique d'un angle | 
“'estun angle égal; les deux angles 
-sonf orientés en sens contraires. 
:" Soit F'la figure symétrique d'une 
figure F par rapport à l'axe LL' 
(fig. 93); si M est un point quel- 
conque de la figure F, on obtiendra 
‘Je point correspondant M' de la 
figure F’ en abaissant du point M 
‘Ja perpendiculaire MH sur l'axe 
-et en la prolongeant d'une lon- 
gueur HM' égale à MH. We 
Ceci posé, appelons P le plan de Fig. 93. 
la figure F, et concevons un plan vi 
P, coïncidant avec le plan P et contenant une figure F, égale 
à la figure F et evincidant avec elle. La droite LL’ partage 
chacun des plans P et P, en deux régions que nous appelle- 
rons régions supérieure el inférieure . Laïssant fixe le 
plan P, faisons tourner le plan P, autour de la droite LL” 
de manière à amener la portion supérieure de ce plan P, sur 
la portion inférieure du plan P; soit M, le point du plan P, 
qui coïncidait avec M; la droite M,H, qui est, par construc- 
tion, perpendiculaire sur LL et dont le pied H sur la char- 
nière LL’ estfixe, vient se placer sur le prolongement HM'de 
MH en un point tel que sa distance au point H soit égale à 
HM, c'est-dire au point M”. Tout point de la figure Fi, 
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fac-similé de la fin du $138 sur la symétrie; le document initial étant abîmé : 


"’égale à la figure F, vient donc coïncider avec le point correspondant de la figure F' ; donc 
les deux figures F et F' sont égales. En particulier, la portion de droite AB vient donc 
coïncider avec la portion de droite A'B', donc AB = A'B'; de plus si la droite AB prolongée 
ou non, rencontre ou non, rencontre en R la droite LL, dans le rabattement du plan P: 
autour de LL le point R ne change pas, et A'B' passe aussi par le point R ; enfin les angles 
L'RA, L'RA' sont égaux. 

Si une portion de droite CD est parallèle à l'axe LL', la portion de droite symétrique C'D' 
lui aussi parallèle, et les deux portions de droites CD, C'D), sont égales, parallèles et de 
même sens. 

On voit enfin que les deux angles correspondants ABC, A'B'C' sont égaux puisqu'ils sont 
superposables, mais (47) ils sont orientés en sens contraires." 


REMARQUE 2. Ce document montre par quels moyens la démarche expérimentale est 
introduite dans le discours : deux plans P et P,coïncidant, le premier fixe et le second tournant 
autour d'une droite LL' de P, la rotation dans l'espace autour de cet axe peut faire coïncider le 
polygone F avec son image F' en sortant nécessairement du plan. Bien entendu, il est pris 
comme principe que deux figures planes sont égales si elles sont superposables. On "voit" 
disent les auteurs que les angles sont égaux mais orientés en sens contraires. C'est l'esprit de la 
réforme. A l'époque certains enseignants reprochent à ce procédé empirique de manquer de 
rigueur, la controverse est ouverte dès 1907. 


30 


c) Définition des figures directement ou inversement égales dans le plan 
(document 3) ""Vacquant et Macé de Lépinais" 


141, REMARQUES SUR LES FIGURES ÉGALES. Nous venons de 
voir que deux figures symétriques, soit par rapport à un 
point, soit par rapport à une droite, sont deux figures égales, 
et par conséquent superposables, mais avec une différence 
qu'il importe de remarquer. 

Quand deux figures sont symétriques par rapport à un 
point, on peut toujours amener l'une à coïncider avec l’autre 
en la déplaçant dans 
le plan des deux figures 
sans l'en faire sortir, 
tandis que, quand deux 
figures sont symétri- 
ques par rapport à une 
droite, en général on 
ne peut pas amener de 
cetle façon l’une à 
coïncider avec l'autre. 
Soient par exemple 
les deux polygones 
D A __ ABCDE, A'B'CD'E", 

 . symétriques par rap- 
port à la droite L’L, et 


| par suiteégaux (/ig.98). 
es B' Si l'on veut amener le 
à second polygone à coïn- 
Fig. 98, cider avec le premier, 


en le déplaçant dans le 
plan des deux polygones, il faut amener le côë A’B" à coïnci- 
der avec le côté égal AB. Ce résultat peut ètre obtenu de 
deux façons, soit qu'on fasse coïncider le point A’ avec le 
point A et le point B’avec le point B, soit qu'on fasse coïn- 
cider le point A’ avec le point B et le point B’ avec le point A. 
Dans le premier cas, les deux polygones sont situés de part et 
é'autre du côté AB, et par conséquent ils ne coïncident pas; 
dans le second cas, les deux polygones sont bien du même 
côté par rapport au côté AB, mais quand AB’ a été amené 
à coïncider avec BA, l'angle A'B'C”, égal à l'angle ABC, n'étant 
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L 
FIGURES SYMÉTRIQUES PAR RAPPORT À UNE DROITE. 55 


pas, en général, égal à l'angle BAE, le côté B'C’ ne se place 
pas sur le côté AE. 

La raison du fait que nous signalons est que, dans les deux 
figures symétriques par rapport ? à une droite, lesparties égales 
n'ont pas là même disposilion, les angles sont orientés en 
sens contraires. 

Si l'on considère un observatenr placé au-dessus du plan 
it parcourant le périmètre du polygone, il laissera dans le 

* poiygone ABCDE le polygone à sa gauche, il laissera dans le 
polygone A'B'C'D'E' le polygone à sa droite, 

142. LES bEUX ESPÈCES DE FIGURES ÉGALES. Considérons deux 
polygones F et F’ symétriques par rapport à un point O de 
leur plan; nous avons vu (131) que ces deux polygones sont 
superposables et qu'on peut les faire coïncider sans en faire 
sorlir aucun du plan; deux angles correspondants quelcon- 
ques sont égaux el de même sens (/ig. 88). On dit qu’au point 
de vue de leurs dispositions dans le plan, ils sont directement 
égauæ; si on déplace l'un d'eux dans le plan d'une façon quel- 
conque, sans le faire sortir du plan, les polygones restent lou- 
jours directemen! égaux, 

Considérons, au contraire, deux polygones F et F’ symé- 
triques par rapport à une droite LL’ de teur plan (jig. 93); ces 
deux polygones qui sont égaux, comme on l'a doute ont 
deux angles correspondants quelconques égaux, mais de sens 
contraires : on dit qu'ils sont inversement “égaux : si on dé- 
place l'un d'eux dans le plan, sans le l'aire sortir du plan, il 
reste constamment inversement égal à l’autre. 


REMARQUE 3. Notons que l'expression "avoir même disposition" pour "même orientation " 
est utilisée à cette époque, on la retrouve dans le cours de Géométrie de J. Hadamard publié 
en 1901. Ces procédés expérimentaux qui font appel au mouvement pour définir les figures 
directement ou inversement égales ne sont plus acceptés dès 1927 dans les textes et jusqu'à la 
fin du XX° siècle au Lycée. Pourtant j'ai remarqué au Lycée que la seule donnée les 
définitions formalisées des déplacements et anti-déplacements à partir des isométries 
vectorielles associées, lorsqu'elles ne s'appuient pas sur l'intuition géométrique des figures F 
et F' présente des inconvénients. Ainsi j'ai souvent constaté la difficulté, pour beaucoup élèves 
et certains maîtres en formation, observant deux figures égales dans le plan, à décider si elles 
le sont directement ou non. 

Ceci, me semble-t-il, prouve combien, pendant la première phase d'apprentissage de la 
géométrie, l'étude de figures représentatives d'objets, de solides réels, même dans une phase 
manipulatoire, est nécessaire pour faciliter dans la suite la construction d'images mentales qui 
seront utiles lors de l'étude d'une géométrie formalisée. 


$3 Etude des déplacements du plan : translation, rotation. 
Dans le paragraphe précédent ($142)du document, les isométries n'agissent que sur un 
polygone, dans la suite les auteurs définissent l'action des déplacements sur une figure donnée 
puis enfin sur un point quelconque du plan. II s'agit bien de "transformations" du plan. 
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(Document 4) : Extrait du ""Vacquant et Macé de Lépinais"' 


: $ IX. — DÉPLACEMENT, DANS SON PLAN, D'UNE FIGURE PLARE 
DE FORME INVARIABLE. 


233. Pour concevoir le déplacement, dans son plan P, d'une 
“ figure plane F de forme invariable, nous imaginerons un 
 gecond plan P, coïncidant avec le plan P et sur lequel on à 
tracé une figure F, qui coïncide d’abord avec la figure F; 
puis, nous supposerons que le plan P restant fixe, on déplace 
le plan P, en le maintenant toujours appliqué sur le plan P; 
la figure F, du plan mobile P, vient ainsi se placer sur 
des figures du plan P, qui sont non seulement égales à la figure 
F,, mais dans lesquelles les éléments conservent la même dis- 
vosition, sont orientés dans le même sens que dans la figure 
F, Nous désignerons ces figures par les lettres F7, F7, 
F'".., etc.; nous appellerons M’, M”, M°”’.., les points du 
plan P sur lesquels vient ainsi se placer le point M, du plan 
P, qui coïncide au début avec le point M du plan P. Ce point 
M, peut être quelconque dans le plan P,; car, s'il ne fail pas 
partie de la figure F,, on peut toujours le regarder comme 
invariablement lié à cette figure; à cet effet, on joint ce point 
M, à deux points 4, et B, de la figure, et on regarde le 
triangle A,B4M, comme faisant partie de la figure. 

234. Pour déterminer une position particulière du plan P;, 
il suffit de donner. sur le plan fixe P, les points A et B avec 
lesquels devront coïncider deux points A,et D, du plan P,;en 
effet, si le point A, du plan mobile P, doit coïncider avec le 
point fixe A du plan P, le plan P, ne peut que tourner autour 
du point À, en restant appliqué sur le plan P; cela élant, si 
‘e point B, doit en outre coïncider avec le point B, le plan P, 
de peut plus bouger. Il est bon de remarquer que, pour que 
es points À, et B, du plan P; puissent coïncider avec les 


points À et B du plan P, il fautet il suffit que les portions de 
droite AB, A,B,, aient même longuéur. _ -. heu 
De cette remarque il résulte qué pour déterminer la façon 
dont le plan P, se déplace sur le plan P, et par suite la façon 
dent une figure F,tracée sur le plan P,se déplace sur le plan 
fixe P, il suffit de faire connaître la façon dont deux des points 
du plan P, se déplacent sur le plan P. _. É 
* Puisqu'il suffit, pour connaître la position de lafigure F, sur 
le plan P, de connaître les points du plan P sur lesquels se 
placent deux points de la figure F, lorsque le plan P, a une 
position déterminée, on doit pouvoir résoudre, avec la règle 
et le compas, le problème suivant. où 
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Problème. 


235. Étant donnée,sur le plan P,une figure F, construire 
une. autre position F' de cette figure F, connaïssant les posi- 
tions A' et B' des deux pâints de la figure F' qui coïncidaient 
avec les points À et B de la première figure F (fig. 181). 

Le problème sera résolu si l’on sait construire le point M’ 
de la figure F’ qui correspond à un poiut donné quelconque 


figure181 


REMARQUE 4. Les auteurs définissent les déplacements plans de la même façon que la 
symétrie centrale : les glissements plan sur plan de P, sur le plan fixe P engendrent des figures 
F', F'qui sont par définitions les images de F par des déplacements-plans. L'image d'un point 
quelconque M de P par un déplacement est ensuite réalisée sur la figure 181 par une 
construction à l'aide de la règle et du compas. Dans ce paragraphe 235 les auteurs démontrent 
l'existence et l'unicité du déplacement qui échange deux couples de points donnés. Ensuite ils 
démontrent l'existence d'un déplacement appelé ‘translation rectiligne" à l'aide de 
l'équipollence des vecteurs. Ils étudient la "résultante" (composition) de deux translations, à 
— 
partir de la figure 186 ci-dessus. La notation AB pour un vecteur n'étant pas encore utilisée, 
— 

on note "la translation (OA)" pour la translation de vecteur OA. II faut noter que la notion de 
vecteur définie plus tard dans l'ouvrage au $238, qui fait appel au mouvement pour définir le 
sens, correspond à la notion actuelle de "vecteur lié”. Le "vecteur libre” correspond à la 
notion de vecteurs équipollents. L'addition et la mesure algébriques de "vecteurs en ligne 
droite" sont définies dans la partie "Compléments de Géométrie ". de l'ouvrage cité. 
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Les vecteurs sont peu ou pas utilisés dans le cours de géométrie hors du cadre de la 
translation. Ce sont plutôt des "outils" pour la cinématique, la dynamique, la statique et en 
Physique lors de la composition des forces et de la définition du moment d'une force. 


Document 5 : La rotation plane. Extrait du ""Vacquant et Macé de Lépinais"' 


#$ XI, — RorarTion. 


248. Nous avons défini (46) ce qu'on nomme angles de 
même sens, et (167) ce qu'on nomme arcs de mème sens. ll 
résulte de là que, étant donnés deux angles, si de chacun des 
sommets comme centre on décrit un arc de cercle, les ares 
correspondants sont de même sens si les angles sont de même 
sens, de sens contraires si les angles sont de sens contraires. 
Ainsi, sur la figure 187, les angles AOB, A’O’B' et les arcs cor- 
respondants sont respectivement de même sens, tandis que 
les angles AOB, B'O'A' et les arcs correspondants sont res- 
pectivement de sens contraires. 


ROTATION. | 113 


249. ROTATION D'UN PLAN MOBILE SUR UN PLAN FIXE. On dit 
. qu’un plan P,, ainsi que toute figure F, tracée sur le plan P,, 


A 


Fig. 187. 


se déplace par rotation sur un plan fixe P, quand le plan P, 
se meut, en restant appliqué sur le plan P, de telle façon qu'ur: 
point O, de ce plan ne cesse pas de coïncider avec un poini 
fixe O du plan P. Ce point fixe O est âppelé le centre de la 
[7 rotation, 
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250. Pour réaliser matériellement le déplacement, par rota- 
tion, d’un plan mobile P, sur un plan fixe P, on peut prendre 
pour plan fixe P le plan d’une feuille de papier collée sur une 
planche que l'or rend fixe, et pour plan P, le plan d'une feuille 
de papier à décalquer que l’on déplace sur la feuille de papier 
fixe de manière à maintenir un point O, du plan P, sur un 
point O du plan P. Il suffit, à cet effet, de planter une aiguille 
qui traverse la feuille de papier à décalquer au point O, et 
qui pénètre dans la planche en traversant au point O la 
feuille de papier collée sur cette planche. 


Théorème. 


251. Lorsqu'un plan P, se déplace sur un plan fixe P par 
rotation autour .du point O, tous les points du plan P, décri- 
vent sur le plan P des arcs de cercle qui ont pour centre Le 
point À, qui sont de même sens, et les angles qui leur cor- 
respondent sont des angles au centre égaux et de même sens. 


Soient, en effet, deux points A, et B, du plan P,, et soient 
A et Bles points du plan P sur lesquels sont placés les points 
A, et B, pour une première position du plan P, (fig. 188). Si 
l’on fait tourner le plan P, de façon qu’un point O, de ce plan 
P, ne cesse pas de coïncider avec un point O du plan P, les 
points À, et B, décrivent sur le plan P des arcs de cercle, 


36 


114 | LIVRE | 
MA’. BNB", qui oint O pour centre, et qui sont de - 
RPPERSS ee per nus a sens. Les angles au 

| N centre, AOA', BOB", qui cor- 
| respondent à ces arcs de même . 
sens sont äusi de mème 
sens ; 11 faut montrer qu ils 
sont égaux. ve 

Les triangles AOB et A'OB 
étant égaux autriangle A40,B: 
qui coïncide successivement 
avec chacun d'eux sans sortir 
du plan, les angles AOB et 
A'OB' sont égaux et de même sens (248). | _ : 

Or, si pour fixer les idées, on suppose que la ae Ouâs 
tourne, en pénétrant dans l'angle AOB de OA vers OB, on a 
soit | es : 
+ AOA=AOB—BOA’, avec BOB’=—A'OB"—BOA, 

L ’ "at CT | 1: 
2 AOA'— AOB + BOA’, avec BOB’ A'OB"+ BOA', 


Fig. 188. 


selon que OA’ est dans l'angle AOB ou est en dehors de cet 
angle. Dans les deux cas, on a | 


ROM = BOB". 


| j Fe . sement du plan Pi 

IL suit de là que, pour le même déplacement du | 
deux droites quelconques, OR, 045 de ce plan, qui pe 
par O,, tournent autour du point O d'angles, ROR'; 505, 
: à l'angle AO’, et de même-sens. : | 
rt sosie AO À’, dont là grandeur et le sens sont Les me 
pour tous les points, de la figure F, se nomme Forge A 
rotation, et sert à définir la rotation autour du centre € 
rotation. CEr. 


AT te nrnmnnmt Mir œatahnn: du 


REMARQUE 5. Le document 5 qui définit "La rotation d'un plan mobileP, sur un plan fixe 
P" autour d'un point fixe O de P est accompagné d'indications pour sa "réalisation matérielle " 
au $250 ci-dessus : P, est matérialisé par une feuille de papier calque, il est pointé sur P par 
une aiguille plantée en O. I s'agit bien d'un procédé expérimental. C'est bien ce qui sera 
reproché à ce programme et changé dès les modifications de 1924 et 1931. 

L'angle de la rotation est défini lors de la démonstration développée au $251. Dans ce 
mouvement plan sur plan autour du point fixe O, le triangle fixe AOB "tourne autour de O”". Il 
est démontré "qu'en grandeur” l'angle AO est égal à l'angle BOB" en utilisant le fait que les 
triangles AOB et A'OB' soient égaux au même triangle À O Bqui coïncide avec chacun 
d'eux sans sortir du plan. Pour le sens, les auteurs supposent un cas particulier : le mouvement 
a lieu dans le sens ” de OA vers OB" : le résultat est obtenu par différence et les angles AOA' 
et BOB" sont égaux en grandeur et en sens. Cet angle orienté est appelé l'angle de la rotation. 
Ceci est donc réalisé avec une grande économie de moyens : sans utiliser ni la mesure des 
angles orientés qui n'a pas été définie, ni par suite la relation de Chasles sur les mesures 
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L'étude des déplacements est close par le théorème ci-dessous. (Document 6 ) du même 
auteur. 


*$ XIL. — Tout DÉPLACEMENT, DANS SON PLAN, D'UNE FIGURE 
PLANE DE FORME INVARIABLE PEUT ÊTRE PRODUIT PAR UNE 
ROTATION OU PAR UNE TRANSLATION. 


Théorème. 


256. Tout déplacement, dans son plan, d'une figure plane 
de forme invariable peut étre produit par une rolation ou 
par une translation. 


REMARQUE 6 ET COMMENTAIRE 
La méthode est toujours aussi efficace. Deux segments de même longueur AB et A'B' étant 
donnés dans la plan fixe P, on leur associe le segment À B, de P, coïncidant avec AB. 


Quel mouvement de P, par glissement sur le plan P, amènera AB, de P, en coïncidence 


avec A'B'?. La disjonction entre rotation et translation est faite à partir d'une propriété simple : 
le parallélisme ou non des droites (AA) et (BB). On peut considérer que ce discours atteint 
ses objectifs. Si, comme dans tout ce chapitre sur les isométries, la rigueur est discutable, les 
termes "déplacements ou antidéplacements" ont pour l'élève une certaine épaisseur 
sémantique. 
$4 Homothétie, similitude. 
Pour des raisons de concision, je ne donne pas d'extraits de manuel scolaire à propos des 
homothéties et similitudes. Résumant ce qui a été développé au Collège puis en seconde et 
première, on trouve dans ce manuel le théorème de Thalès qui précède la définition des 
triangles semblables. Celle-ci est suivie de la démonstration des quatre cas de similitude pour 
deux triangles donnés. 
e Deux triangles qui ont deux angles égaux chacun à chacun sont semblables. 
e Deux triangles qui ont un angle égal compris entre deux côtés proportionnels sont 
semblables. 
e Deux triangles qui ont leurs trois côtés proportionnels sont semblables 
e Deux triangles qui ont leurs côtés respectivement parallèles ou perpendiculaires sont 
semblables. 
Là encore la similitude est d'abord définie par son action sur une figure simple, le triangle. 
Puis ensuite sont définies deux figures homothétiques F et F' par rapport à un centre O et de 
rapport k, directement si k > O et inversement si k < 0. 
Il faut noter que les vecteurs sont absents de la définition et remplacés par l'assertion : 


' 


"O,A,et A sont alignés sur la même demi-droite et OX — k(Kk > 0)" 


Un critère pour que deux figures données soit homothétiques est démontré, toujours sans 
utiliser explicitement les vecteurs. Puis sont définies les images d'une droite d'un cercle et le 
développement habituel sur ces questions. 

Enfin, sont établies les relations métriques dans le triangle quelconque, à partir de la relation : 


BC = AB +AC - 2AB x AD où D est la projection orthogonale de C sur (AB) ; dans cette 


écriture AB signifie AB sur un axe porté par la droite (AB) : on peut penser qu'il s'agit là 
d'une utilisation "indirecte" du produit scalaire. 
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IV Extraits du manuel ""Vacquant et Macé de Lépinais'"" sur la mesure des arcs, des 
aires et des volumes. 

$1 Longueur d'un arc de cercle, 
Document 7 : Le problème est l'approche du nombre x. Dans le document qui suit, j'ai 
reconstitué à l'identique les parties du texte qui ont été abîmées. 


Problème 
414 Connaissant le périmètre P, d'un polygone régulier de n côtés inscrit dans un cercle 
de rayon R, calculer le périmètre P;, d'un polygone régulier de 2n côtés inscrit dans le 
même cercle. 


Soit AB ( fig 300) le côté d'un polygone régulier de n côtés 
inscrit dans un cercle de rayon OA de rayon KR. Si nous menons 
le diamètre CC" perpendiculaire à AB et si nous joignons A au 
milieu du plus petit des deux arcs sous-tendus par AB, nous 
obtiendrons le côté d'un polygone régulier de 2n côtés inscrits 
dans le même cercle. Menons la corde AC et le rayon OA ; le 
triangle CAC'est rectangle en À, et on a : 


Fig 300 AB =CC'xCI=2R(R-OT. 
D'ailleurs, dans le triangle Se AOL on a : 
—2 
OÙ =OA -AT =R'- BE oi ù OI= /R° - #8 
. MÉTRODE DES PÉRIMÈTRES. | 
donc enfin SE 
. , | : “hs 5 | TE | 
È P,=n.AB . P,—1n.A0, 
donc ME 


. “ | ‘ . s 
P, m0 un [À | | 


Pi = = 4nR [arr — f'ansré —P]. 


Si l'on prend pour unité de longueur le diamètre du 
‘cercle, c'est-à-dire si l’on fait 2R égalhl,ona: 


Pa =2n -\n-n-Pr| 


cuu 
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415. Connaissant le périmètre. PS d'un polygone régulier 
den côtés, inscrit dans un cercle de rayon PO 


Le rapport des périmètres de ces oi 
zones est égal au rapport de leurs apo- 


hèmes OG et OI (fg.301); donc on a: Fig. SL 
Cie 2. 66... R&R so 
us LE QE FE 
Or, : RS . 
LÆ Re — p’ 
.… …  cPænAB, d'où AB = — 
Ps RS  2R 
psp À 
An°R° -—P° 


Si l'on prend du unité de longueur le diamètre du cercle, c'est-à-dire si l'on fait 


2R=1,ona PP, =P.X 


ee 
416 APPLICATION AU CALCUL DE x. Appliquons la méthode expliquée au n° 413 


en parlant de l'hexagone régulier inscrit ; le côté de cet hexagone est . le périmètre est 


3, et on a : P2=9 donc 

n=12[6 — Gr] = 964612... 
Ph, = 24 [19 —V12— Pile 9,81881.. 
Pi, 48 [as — Vut— PE]— 9,85550.. 
Ph 96 [18 Vaet— Pi] = 9,86607.. 
mr == 198 nn en S68 71... 


alors P'92= P99 X—— 22 — 
NT - 


La différence P,, —P,, étant égale à 0, 00049..., le nombre 3, 14145 est une valeur 


de x approchée par défaut à moins d'un demi millième ; par conséquent, 3,141 est une 
valeur de zapprochée par défaut à moins d'un millième. 
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REMARQUE 7. Le problème de la mesure des grandeurs a progressé de façon décisive à la 
fin du XIX° siècle avec la mise au point des nombres réels. Citons, sans être exhaustif, la 
contribution de l'Allemand DEDEKIND ( 1831-1916) avec la notion de "coupure" dans 

les rationnels, le russe CANTOR utilisant les suites de Cauchy, enfin l'exposé axiomatique d' 
HILBERT plus tardive dans le siècle. Ces progrès se retrouvent dans le programme de 
1902/1905. Bien qu'il n'y ait pas au Lycée de formalisation de la notion de nombres réels, les 
propriétés qui les caractérisent sont utilisées implicitement dans les démonstrations ; 
essentiellement la notion de suites adjacentes et des parties adjacentes. 

Dans cet ouvrage, la longueur du cercle a été définie au préalable comme la limite commune 
les périmètres des polygones réguliers inscrits et circonscrits au cercle de diamètre un. En fait 
la démonstration de cette assertion découle des $414, 415. Au $414 les auteurs proposent le 
calcul du périmètre P, d'un polygone régulier inscrit de 2n côtés en fonction de P le 
périmètre d'un polygone régulier inscrit de n côtés. Au $ 415, P. désigne le périmètre du 


U 
n 


polygone régulier circonscrit de n côtés, on calcule le rapport en fonction de n.. Alors 


n 


5 n 5 n 
P,=P X———— entraîne P —-P =P|———-11| qui a pour limite 0 lorsque n 


ST n° — P? 

augmente indéfiniment. Si l'on admet la monotonie des deux suites (P) et (P), alors elles 
sont donc adjacentes ; ceci assure l'existence et l'unicité du périmètre du cercle qui est leur 
limite commune. Puis on calcule, en partant de l'hexagone circonscrit de périmètre 3, 
successivement P-,P2 ,…..P2,, la racine carrée de ce dernier donneP, = 3,14145.... La 
formule du $415 donne alors P',,=3,14194. Après six calculs, pour n= 96 on obtient une 
valeur approchée de = 3,141 par défaut à moins de 1millième près. Il s'agit bien de 
mathématiques algorithmiques dont on fait grand usage actuellement via les calculatrices ou 
ordinateurs, et qui sont au programme de terminale dès le début du XX° siècle. 
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$2 Calcul d'aires : extraits du même ouvrage (document 8) 


Après avoir précisé le distinguo entre surfaces égales (superposables) et surfaces équivalentes 
(ayant même aire) les auteurs énoncent : 


Théorème. L'aire d'un rectangle a pour mesure le produit des nombres qui mesurent sa base 
et sa hauteur pourvu qu'on prenne pour unité d'aire le carré construit sur l'unité de longueur. 
Soit ABCD un rectangle, b = mesure. 


AÎRE D'UN POLYGONE. 267 


de la base AB, À la mesure de la hauteur AD (fig. 839); soit 
A'B'C'D’ le carré construit sur 
l'unité de longueur. Supposons 
qu'ayant partagé l'unité de longueur 
A'B’ en un certain nombre de par- 
ties égales, 6 par exemple, le côté ; 
AB contienne 7 de ces parties ali- 

quotes et que la hauteur CD ex 
contienne 4; d'après la définition 
de la mesure d'une longueur, on 
aura: 


Ceci posé, menons par les points 
de division de A'B’ et de AD’ des 
parallèles aux côtés du carré : 
ÀA'B'C'D'; nous décomposerons ainsi Fig. 333. 
ce carré en 6? carrés élémentaires. 
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Si maintenant par les points de 

division de AD nous menons des parallèles à AB, nous parta- 

geons le rectangle ABCD en 4 rectangles élémentaires, tels 

que ABEF, égaux entre eux, ef, si par les points de division 

de la base AB nous menons des parallèles à AD, nous décom- 
. posons chacun de ces rectangles élémentaires en 7 Carrés 

élémentaires égaux entre eux et égaux aux premiers. Le rec- 
tangle ABGD contient done 7 >%< k carrés élémertaires. Le 

rapport de l'aire du rectangle ABCD à l’aire du carré A'B'CD 

a, par suite, pour valeur 

ABCD 7x4 7. 4 


== — = XX =—=bh. 
A!'B'C'D° 6* 6 6 


Mais le rapport de deux grandeurs de même espèce est (18) 
le nombre qui mesure la première lorsqu'on prend la seconde 
pour unité; on voit donc que, si S est la mesure de l'aire du 
rectangle, A'B'C'D’ étant l'unité d'aire, on a : 


S—bh. 


La démonstration s'applique quel que soit le nombre de 
parties aliquotes dans lequel on a divisé l'unité de longueur, 
pourvu que la base et la hauteur du rectangle ABCD soient 
commensurables avec l'unité. Comme ceci a lieu, quelque 


28 | LIVRE IT. 


grand que soit le nombre des parties aliquotes, le théorème 
est général; et on a, dans tous les cas, 7 


(D : S—bh. 


473. On peut d'ailleurs établir directement la propriété dans 
le cas général où les dimensions du rectangle sont incommen- 
surables avec l'unité de longueur. 

Supposons qu'ayant partagé l'unité de longueur A’B en n 
parties égales, la base AB du rectangle ABCD contienne plus 
de m de ces parties.et moins de m1, que la hauteur AD 
contienne plus de m” de ces parties et moins désn’ + 1;0on a, 
d'après ce qui précède, : 


id ME) mon omti 
 <b<— L Re <h<— 


D'autre part, si on porte sur AD la partie aliquote de l'unité 
autant de fois que possible, et si on mène par les points de 
division des parallèles à AB, AD contenant plus de mn’ de ces 
parties et moins de m’ + 1, on voit que le rectangle ABCD 
contient plus de mn” rectangles élémentaires tels que le rec- 
tangle ADEF, et moins de m’ + 1. On voit d'ailleurs de même 
que chacun de ces rectangles élémentaires contient plus de 
m carrés élémentaires et moins de m + 1. Donc le rectangle 


A Mie DS ESS. à 


43 


Le texte continu par : ABCD contient plus de mm', et moins de (m+1)(m'+1) carrés 


ABCD + D(m'+1 
élémentaires, le carré en renferme et l'on a donc : nes < Ê < ae jee ) 
n  A'B'C'D' n 


m'_ ABCD m+1 em +1 
ñ n ñn de 


Or, sin croit indéfiniment, on a vu (15) que les deux nom- 


bres et Les 1 
ñ 


ont une limite commune, la mesure b dun 


côté AB, que les déux nombres © et Li T° ont pour limite 


commune h; Les deux expressions © x mt ue 
: ñn : n 


Ilse termine ainsi : 


ABCD 
"ont une limite commune, qui est bh. On a donc encore : ————— = bh 
A'B'C'D' 
Si donc on prend pour unité d'aire A'B'C'D', (fig 333) c'est à dire le carré construit sur 
l'unité de longueur, la mesure S de l'aire du rectangle est S=bh." 


REMARQUE 8. Dans ce document 8, après avoir démontré assez simplement que S= bh 
lorsque les mesures de b et h sont des nombres rationnels positifs, au $ 473 les auteurs 
envisagent le cas général où b et h sont “incommensurables" c'est à dire irrationnels. Ils 


_ : m m+l 
utilisent pour cela les encadrements de b et h par les rationnels, — < b < ———...…. où m et 
n n 


m+1sont les nombres de parties aliquotes qui encadrent la base AB. Ils en déduisent un 
encadrement du rapport des aires du rectangle ABCD et du carré A'B'C'D'. La démonstration 
utilise implicitement non pas les suites adjacentes, car ici les suites de valeurs approchées par 
défaut et par excès ne sont pas monotones, mais ces deux ensembles de nombres sont "des 
parties adjacentes" de R donc définissent un réel unique qui est par définition l'aire du 
rectangle. La démonstration que donnera H. Lebesgue dans les années 30 à destination des 
enseignants du secondaire est aussi d'une lecture difficile ; les réels étant alors encadrés par 
leurs développements décimaux, les suites des valeurs approchées par défaut et par excès 
sont cette fois adjacentes, mais les calculs et encadrements sont trop lourds pour un élève de 
terminale. Il n'y pas de méthode simple lorsque les dimensions sont incommensurables avec 
l'unité de longueur. 


$3 L'espace : calcul du volume de la pyramide, ( document 9) 


652. Deux pyramides triangulaires qui ont des bases équivalentes et même hauteur sont 
équivalentes. 

Soient ( fig470) deux pyramides triangulaires SABC et S'A'B'C' ayant même hauteur et des 
bases équivalentes 


fig 470 


COMMENTAIRE. 

La figure jointe (fig470) ( un fac-similé de l'original ) indique clairement que la méthode est 
inspirée par le calcul réalisé par Archimède. Les auteurs utilisent la notion de prismes à base 
triangulaire "équivalents" ayant des bases équivalentes et même hauteur. Ils partagent les 
deux pyramides en un nombre fini n de prismes inscrits et n prismes circonscrits 
respectivement équivalents comme le montre la figure 470. Dans un premier temps les auteurs 
admettent que le volume de chaque pyramide est la limite vers laquelle tend la somme des 
volumes des prismes inscrits dans cette pyramide lorsqu'on augmente indéfiniment le nombre 
de ces prismes. Les sommes de ces prismes étant équivalentes pour les deux pyramides, pour 
tout entier n si grand soit-il, il conclue que les deux pyramides sont "équivalentes". 

Dans un second temps ils développent une démonstration du résultat admis. A la différence 
d'Archimède, ils n'utilisent pas l'exhaustion, qui consiste à étudier tous las cas”, mais passe à 
la limite. Pour ce faire, ils démontrent que les volumes des prismes inscrits et circonscrits à 
la pyramide sont des parties adjacentes. La rédaction de la démonstration évite l'écueil des 
calculs trop difficiles en utilisant comme une évidence le fait que la différence entre les deux 
sommes des prismes, qui est le volume du dernier prisme circonscrit ABCDXY, tend vers O 
puisque sa hauteur tend vers 0 lorsque n augmente indéfiniment. 

La suite de la démonstration consiste à prouver qu'il y a trois pyramides équivalentes dans un 


; ; , BH. 
prisme de même base et même hauteur, ce qui conduit à la formule : V = “a Nous: 


Ce cours de géométrie dans l'espace suit un cheminement naturel avec les relations 
d'incidences entre droites et plans de l'espace et l'étude de l'orthogonalité. La définition des 
angles dièdres suivie des cas d'égalité des trièdres permet l'étude des déplacements de 
l'espace comme la translation et la rotation autour d'un axe. Les polyèdres comme le prisme 
droit et les parallélépipèdes précèdent l'étude des symétries de l'espace et des tétraèdres 
semblables, puis les volumes. Notons un chapitre sur les "trois corps ronds": cylindre droit, 
cône droit et sphère suivi des notions de pôle et polaire par rapport à une sphère et de 
l'inversion dans l'espace. Enfin les coniques constituent depuis le début du XIX° un chapitre 
basique de la géométrie élémentaire au Lycée. 

V Projection centrale dans les "Compléments de géométrie" 

En 1905, le programme de géométrie comporte une rubrique : "” compléments de géométrie" 
dont les notions sont peut être plus difficiles que l'essentiel du corpus. Ces "compléments" 
resteront une particularité des programmes du début du siècle, notamment avec l'étude de la 


7 SiVet V' désignent respectivement le volume de chaque pyramide, Archimède démontre V > V'et V'> V, sont impossibles , donc V= 


V'. Ce procédé sera encore utilisé jusqu'à la fin du XIX° au Lycée. 
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projection centrale et des éléments de géométrie projective. En effet ce chapitre disparaîtra 
des aménagements des programmes en 1925, à l'exception de la propriété : ” l'ellipse est la 
projection orthogonale d'un cercle". Cependant certaines propriétés projectives perdurent 
dans les programmes de cette classe jusqu'en 1972 avec les questions de polarité, polaire d'un 
point par rapport à un cercle, division harmonique, transformation par polaires réciproques et 
les problèmes de faisceaux de droites et de cercles. Nous constatons donc, là encore, pour les 
concepteurs en 1902/1905, la volonté de tenir compte de l'avancement des sciences. 

A ce titre il semble nécessaire de rappeler brièvement quelques points de l'histoire!” de ces 
nouveaux concepts introduits alors au Lycée en terminale scientifique appelée alors "classe 
de Mathématiques élémentaires" (M.E.). Comme les transformations usuelles du plan et de 
l'espace déjà citées dans ce cours, la géométrie projective s'est développée au XIX® siècle, 
bien que la genèse de cette notion commence dès le XVII © siècle avec DESARGUES 
Girard, ( 1591-1661). En, 1639, celui-ci publie un petit ouvrage intitulé "Brouillon project 
d'une atteinte aux événements des rencontres d'un plan avec un cône". 

La géométrie projective, initiée par Desargues, est poursuivie avec succès, elle va influencer 
la recherche fondamentale et sera à l'origine des nombreux progrès de la géométrie. Sans 
avoir l'ambition d'être exhaustif sur cette question, citons MONGE Gaspard, (1746-1818) et 
son "Traité de Géométrie descriptive". 

Puis PONCELET Jean Victor, 1788-1867, publie le "Traité des propriétés projectives des 
figures" en 1822. Il distingue les propriétés métriques (distances et angles) et les propriétés 
descriptives définies par les formes des figures et leurs positions relatives. Si l'on considère 
les points à l'infini comme des points ordinaires, les propriétés descriptives sont invariantes 
par projection ; ce n'est pas le cas des propriétés métriques, à quelques exceptions près 
comme la relation harmonique entre quatre points. Citons le principe de "réciprocité des 
figures" appelé ensuite principe de dualité qu'il associe à la transformation par polaires 
réciproques. 

CHASLES Michel, (1793-1880) dans son "Mémoire de géométrie sur deux principes 
généraux de la Science", expose les deux principes de la méthode des transformations : le 
principe de dualité et le principe d'homographie. Pour cela il s'appuie sur l'invariance du 
birapport de quatre points alignés par projection (un invariant métrique projectif). Il définit 
alors une "corrélation" entre deux figures comme une correspondance entre points, droites et 
plans de l'une avec plans, droites et points de l'autre telle que si des points sont dans un plan P 
(resp. sur une droite D), leurs correspondants seront des plans sécants (resp. des droites 
sécantes) en un point du plan P (resp. de la droite D). Un des exemples qu'il donne sont les 
transformations par polaires réciproques par rapport à une surface du second ordre. 

De même :il définit "une relation homographique" entre deux figures comme une 
correspondance entre points, droites et plans de l'une avec points, droites et plans de l'autre 
telle que cette correspondance conserve les propriétés projectives (alignement et concours). II 
remarque que cette correspondance conserve nécessairement le birapport. Finalement il 
définit une " homographie" comme une transformation qui met une figure en "relation 
homographique" avec une autre, les projections et les homologies en sont des exemples. Ces 
transformations sont performantes et permettent de démontrer de nouvelles propriétés des 
figures. Il faut également citer également STEINER JAKOB (1796-1863) dont l'ouvrage : 

" Développement systématique de la dépendance des formes géométriques l’une de l’autre " 
(1832) contient une discussion approfondie du principe de dualité. On lui doit avec 
PLUCKER la notion d'inversion géométrique, nommée transformation par rayons vecteurs 
réciproques et mise au point définitivement par l'Italien BELLATIVIS (1836). L'inversion 
n'est pas une application projective. Mais elle joue un rôle important en géométrie projective 
et dans les démonstrations de théorèmes "riches" comme ceux de Ptolémé et de Feuerbach. 


0 Je laisse au soin du lecteur la consultation des ouvrages spécialisés sur cette histoire de la géométrie projective. 
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Enfin STAUDT Christian Von, (1798-1867), élève de Gauss, dans ses deux ouvrages "La 
géométrie de position " (1847) et "Contribution à la géométrie de position"(1856), refuse 
l'utilisation de la géométrie analytique en géométrie projective ; il tente de la construire sur 
une base axiomatique (1847). Son œuvre sera le point de départ des constructions 
axiomatiques ultérieures comme celles de Federico Enriques, de Veblen et Young. 
Les extraits de l'ouvrage "Cours de géométrie " par F. G.-M. publié chez Mame en 1922, 
sont l'occasion de montrer la pertinence des méthodes projectives dans les démonstrations de 
théorèmes déjà réalisées antérieurement avec des outils plus élémentaires : par exemple le 
Théorème de Desargues dans ce manuel est d'abord démontré par la théorie des transversales 
(théorème de Ménélaüs ) puis il est repris ci-dessous en géométrie projective dans "Les 
compléments de géométrie". 

$1 Perspective et Homologie. 
Document10 : Extrait de l'ouvrage de F. G.-M." publié chez Mame en 1922. 


806. Tableau, plan de projection. — On nomme 
tableau, en perspective, ou plan de projection, en projection 
centrale, le plan T sur lequel on veut tracer la perspective ou 
la projection centrale abc de la figure donnée ABC (fig. 708). 

Les sections planes d’un prisme ou d’un cylindre illimité 
peuvent être considérées comme 
des cas particuliers des figures en 
perspective, lorsqu'on admet que le 
point de vue s’est éloigné à l'infini, 
mais dans la direction des généra- 
trices du cylindre, 
= Nous ne considérons pas explici- 
tement ce cas particulier, car il 
rentre dans la catégorie bien connue des projections d’une figure 
par droites parallèles (projection cylindrique). 


Fig. 703. 


Remarques. — 1° Désormais nous ne parlerons que de 
perspective, mais tout s’applique à la projection centrale. 

2° En théorie, le plan du tableau peut avoir une position 
quelconque par rapport à l'observateur et à la figure à mettre en 
perspective ; mais, dans la pratique des arts, le tableau est placé 
verticalement ; €’est ainsi que nous le disposerons, sans rien 
ôter à la généralité des résultats. | 

L’observateur, l’œil placé au point de vue, est en avant du 
tableau ; la figure à mettre en perspective est tantôt en avant et 
tantôt derrière le tableau, supposé transparent. 

807. Perspective d’un point. — La perspective d’un 
point P est la trace p sur le tableau de la droite VP qui joint le 
point de vue au point donné. 

Pour déterminer la perspective d’un point P, il faut chercher 
l'intersection des perspectives de deux lignes qui passent par le 
point donné. Il faut done s'occuper avant 
tout de la perspective de la droite. 


808. Perspective d’une droite. — 

m La perspective d’une droité MN est la 

trace sur le tableau du plan déterminé 

par MN, et par la parallèle Vf menée par le 
Fig. 704. point de vue à la droite donnée. 


!! Frère G-M est un religieux auteurs de nombreux ouvrages scolaires. 
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En admettant que O soit la trace de MN et f celle de ja paral- 
lèle V} on a Of pour perspective de MN. 

Une droite qui passe par le point de vue se projette suivant un 
point. Une telle droite est appelée droite de bout. 

Perspective d'une ligne quelconque. Pour avoir la perspective 
d’une courbe, on fait passer une ligne continue par les perspec- 
tives d’un certain noïbre de points de la courbe donnée, 

| 809. Point de fuite d’une droite, — Le point de fuite 

d’une droite MN est la trace / de la parallèle Vf menée par le 
point de vue (fig. 705). C’est la perspective du point à l'infini 
d’unc droite, 


Fig. 705. Fig. 706. 


810. Perspective d’une ponctuelle. — On nomme ponc- 
tuelle une série de points en ligne droite. Les distances de ces 
points ayant entre elles certaines relations algébriques données, 
ou bien des positions déterminées graphiquement, c’est sous ce 
dernier point de vue que nous les considérons dans cette étude 
(fig. 706). 

Soient T le tableau placé de profil, et V le point de vue ou 
l'œil de l'observateur. On obtient directement abcd pour pers- 
pective de la ponctuelle ABCD. 


811. Point-limite. — On nomme point-limite d’une ponc- 
tuelle da le point : qui correspond au point T situé à l'infini sur 
DA ; on obtient le point 5, en menant Vi parallèle à la ponctuelle 
DA que l’on met en perspective. En fait, le point-limite 4 est le 
poini de fuite de la droite DA. | | 

D'une manière analogue, J est le point-limite sur AD du point 
j situé à l'infini sur ad. 
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Une démonstration du théorème de Desargues 


+ © 


“ 
” 


! 
, 
fi 
' 
1 
# 


820. 3° Exemple. — Soit à 
démontrer le théorème de DEsAR- 
Gues relatif à l’homologie : Lorsque 
les droites AA’, BB’, CC’, qu 
joignent deux à deux les sommets 
correspondants de deux triangles, se coupent en un même point O, 


les côtés correspondants se coupent deux à deux en trois points en 
ligne droite. 


Fig. 715, 


Faisons passer la droite LN à l'infini ; soient ab, a’b' les côtés 
transformés de AB, A’B’ et ac, a’c’ ceux de AC, AC’: les côtés 
transformés sont parallèles deux à deux, puisque abl, a’b'l' ne se 
rencontrent qu’à l'infini ; de même pour ac et a’e’. Les triangles 
abc et a'b'c’ sont semblables comme ayant un angle égal compris 
entre côtés proportionnels, car les droites a’ao, b'bo, c'co, sont 
concourantes ; ainsi be, b'c', sont aussi parallèles et se coupent 


sur la droite de l'infini ; donc B’C’ et BC doivent se couper en M 
sur la droite LN. 
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828, Propriétés projectives. — On nomme propriétés 
projectives des figures toutes les propriétés qui se conservent 
en perspective ou projection centrale. 

Les propriétés descriptives se conservent ; mais généralement 
il n'en est pas de même des propriétés métriques où des propor- 
tionnalités. 

. Ainsi, à une tangente à une courbe correspond une tangente 
en perspective (sauf pour les tangentes dont la projection se 
réduirait à un point). 

On sait que la perspective d’un cercle est une conique : dans la 
plupart des cas, c’est une ellipse ; mais les perspectives des dia- 
mètres du cercle ne sont pas des diamètres de l’ellipse. 

Une exception très importante est à signaler : le rapport 
anharmonique se conserve en projection centrale ou en perspective. 
En d’autres termes, on peut dire : le rapport anharmonique est 
projectif. Il en est de même de ses cas particuliers : la proportion 
harmonique et l'involution. 


$ II. — HOMOLOGIE 

824. Figures homologiques. — L’homologie, due à Pox- 
CELET, à pour but de faciliter l’étude des figures en perspective, 
en les étudiant dans un même plan. 

Deux figures planes sont homologiques quand elles se corres- 
pondent point par point et droite par droite, de manière que tous 
les couples de points homologues soient alignés sur un même point 
(centre de l’homologie) et que tous les couples de droites homologues 
se coupent sur une même droite (axe de l’homologie). 

825. Triangles homologiques. — Soit une pyramide 
SABC coupée par : 
un plan P’, non pa- 

.rallèle à celui de la 
base P. 

Les deux plans 
se coupent suivant 
une droite LMN. 

Les droites cor- 
respondantes AB, 
A'B’, concourent 
en un point L de 
la trace des deux Fig. 717. 
plans : il en est de même de A'C, AC’, et de BC, B'€’. 
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Si l’on considère la projection orthogonale abc de A’B’C' sur 
le plan P, il est évident que Aa, Bb, Cc, se coupent au point s, 
projection du sommet ; de même que les côtés correspondants 
AB, ab, se coupent en trois points L, M, N, situés en ligne droite. 
Les triangles ABC, abe, sont donc homologiques. 


CR 
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REMARQUE 10. Les éléments de textes ci-dessus, bien que nécessairement incomplets 
donnent une idée de l'approche de la géométrie projective en classe de M. E au début du XX° 
siècle. Comme toujours dans ce programme les définitions ont une base empirique. Sur la 
figure 703, V le point de vue est l'œil de l'observateur. Le tableau T est supposé transparent. 
Le point de fuite d'une droite (MN) coupant le tableau T en O (fig.704) est l'intersection f de 
la parallèle à (MN) menée par le "point de vue" V (fig.705). Les points alignés A, B, C, D ont 
pour perspective abcd. Enfin le point limite de la droite (da) est le point 1 tel que la droite (Vi) 
soit parallèle à la droite (DA) (fig.706). Au paragraphe 820, l'extrait illustre l'utilisation des 
transformations comme outil de démonstration, ainsi que l'avaient initié les géomètres au 
XIX° siècle. La démonstration du théorème de Desargues jointe ici est particulièrement 
pertinente. Ensuite l'auteur définit l'homologie par son centre O et son axe (figure 717) et 
illustrant la notion de triangles homologiques donne une nouvelle démonstration du théorème 
précédent. Ainsi l'élève peut évaluer la pertinence et la richesse du choix des transformations 
en évaluant, pour le même théorème, la lourdeur de la méthode utilisant la théorie des 
transversales ou la notion de barycentre dans le plan. 


2 Homographie 
(document 11) :extrait de "F. G.-M."' publié chez Mame 


$ IT. — HOMOGRAPHIE 


851. Définition. — Considérons deux droites À et A’ sur 
chacune desquelles nous choisissons un sens positif et une origine 


O et O’. | 
| Soient æ et y es abscisses de deux 
NURRE M points M et M situés respectivement sur 
: 4 et A”. On dit que les points M et M’ 
LR - $e correspondent homographiquement si x 
M' et y vérifient une relation de la forme : 
Fig. 734. | Re Pa D; 
À, B, C, D, étant des constantes. 


Cette relation dans laquelle x et y figurent au premier degré‘ 

fait correspondre à chaque point M de A un seul point M' de A’ et 
inversement ; c’est:la raison de la dénomination APRES 
homographique. 

La suite des points M sur A et celle des points M sur a” s'ap- 
pellent des divisions homographiques ; A et 4’ sont les bases des 
divisions, les points PROARETARE M, M’, sont Ris points 
homologues, 


852. Signification géométrique de la ro 
dance homographiqué — t Re A =£ 0 
‘ On peut alors écrire : | 


AE ir LES tel 


A 
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ou, en posant : : 
| nn. ose Di 
.i - À d AN va Re: 
ty — br — ay +c—=0, : 
ou | (@— a)(y— b) = ab— ce —k. (1) 


Soient J le point de A et l’le point de A’ ayant respectivement 
. pour abscisses get b, on a : | SP PEN En 
A0 aa OM 0 = DE 
| y—b=O0M — OT — IM. 
La relation (1).devient alors:, | . 
: JM.TM = a) 


19 Si-k =£ 0, l'égalité I'M’ — montre que si le point M 


s’éloigne indéfiniment sur A, le point M’ de A’ tend vers I’ qui 
devient ainsi le point correspondant du point à l'infini sur A. De 
même, le point à l'infini, situé sur A’, a pour correspondant le 
point JdeA. | . NOTA 
Les points J et I’ sont les points limites de l’homographie. La 
relation (2) exprime donc que le produit des distances des points 


limites à deux points homologues est constant. 

:29 Si k—0, on a constamment I'M’ — 0,. c’est-à-dire 
qu’à tout point de A correspond le point I’ de 4’ ; et de même, à 
tout point de A’ correspond le point J de A. On dit, dans ce cas, 
que l’homographie est singulière. o 

IL — A — 0. : 

Ona: - Be + Cy+ D—=0o, : 
avec B et C différents de zéro, car si l’un des coefficients B ou C 
était nul, l’une des variables x ou y disparaîtrait de l'équation et 
la correspondance n’existerait plus. CRE : 


Ecrivons : hu D 
ons: -y = ü c? 
ou en posant : < Ê= k, += a 
y = h(x — à). LENS (3) 


Soit O, le point de A ayant pour abscisse «ona: 
e | æ— x = OM — O0, — OM. 


19. —— Cours DE GÉOMÉTRIE, N° 266 A. 
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figure ajoutée illustrant un des théorèmes de Pappus 


REMARQUE 11. Je termine les extraits par l'homographie qui est la plus générale des 
transformations en géométrie projective ; elle est limitée en terminale à l'échange de deux 


, bx+c 
droites. si AZ 0, on retrouve la fonction homographique Y = ———— étudiée dès la classe 
X—a 


del°, si A=0 on reconnaît les fonctions affines. Cette transformation est d'une efficacité 
remarquable dans certaines démonstrations difficiles comme par exemple celle du "Théorème 
de Pappus". Etant données deux droites À et A’, (figure ajoutée), il est aisé de démontrer 


qu'il existe une homographie et une seule échangeant trois couples de points homologues en 
effet les trois relations homographiques entre x et y déterminent les réels a, b et c. Cette 
homographie peut être définie par les deux droites À et A", un couple de points homologues 


(A,A') et un axe X tel que si (B,B") est un autre couple de points homologues alors les droites 
(AB) et (A'B) se coupent sur X. Sur la figure ci-dessus la démonstration du théorème de 
Pappus consiste à remarquer que les points d'intersections des trois couples de droites telle 
(AB”) et (BA') sont nécessairement alignés sur l'axe de l'homographie définie par les droites D 
et D'et le couple de points (A,A". 

Ces notions disparaîtront partiellement très tôt vers 1925/27 et elles ne seront plus enseignées 
au Lycée. C'est pourquoi les extraits, donnés ici, concernant ces transformations nouvelles 
sont nécessairement plus nombreux et plus étendus. 


VI Echec relatif de la réforme de 1902/1905 en géométrie. 


Bien que l'époque soit dominée par une attitude empirique dans l'enseignement des sciences !?, 
le caractère expérimental apporté par l'utilisation du mouvement dans les démonstrations a 
fait craindre, je le répète, à certains professeurs de Lycée une perte de rationalité dans le 
discours par rapport à la traditionnelle géométrie euclidienne. Cette méthode sera mieux 
accueillie dans l'enseignement technique et l'enseignement primaire supérieur pratiqué alors 
dans les E.P.S ( Ecoles professionnelles supérieures). Ces établissements, souvent de qualité, 
permettaient aux classes moyennes ou modestes d'accéder à une solide formation préparant à 
des métiers ou de préparer des concours intéressants dans l'administration. 

Par ailleurs, la "fusion" des géométries plane et de l'espace n'a pas convaincu à juste titre. 
L'étude de l'espace se place dans le cadre d'une complexité croissante et il est plus naturel de 
commencer par la géométrie plane qui pose moins de problème de représentation des figures. 
D'ailleurs dans beaucoup de manuels de l'époque elle n'est pas réalisée. 

Contrairement à l'analyse qui a fait l'unanimité et dont le contenu est quasiment fixé jusqu'en 
1947, on peut dire que l'enseignement de la géométrie n'a pas eu le succès escompté par les 
concepteurs de la réforme. 


1? L'idéologie dominante, comme nous l'avons signalé est "le positivisme" de A. Comte 


s2 


L'échec relatif de cette réforme est vraisemblablement du à la difficulté de concilier une 
approche expérimentale avec un enseignement de géométrie tenant compte de la formalisation 
mise au point dans la seconde moitié du XIX° siècle. 

Cette problématique est permanente, elle reviendra dans les années 1970, mais dans l'autre 
sens, avec "les mathématiques modernes". Les concepteurs négligeront totalement l'approche 
empirique pour adopter un formalisme excessif et dominateur et l'échec sera beaucoup plus 
marqué. 

VIII LES MODIFICATIONS EN GEOMETRIE EN 1925 ET 1932 


$1 Comparaison des programmes. 


Rappel du Programme de 1905 appliqué en 1907 ( voir page20) 
Document1 : Programme de 1931 


EXTRAIT DES PROGRAMMES OFFICIELS 
- DU 30 AVRIL 1931 


CLASSE DE MATHEMATIQUES 


Géométrie, 


L — Transformation des figures. — ‘Translation. — Rotation. 

Symétries, 

Homothétie et simitude, 

Puissance d’un point par rapport à un cercle ou à une sphère. Axes radicaux 
Plans radicaux. | 

Polaire d’un point par rapport à deux droites. 

“e à . : : 

Polaire d’un point par rapport à un cercle, Plan polaire d'un point parrap- 
port à une sphère. : 

Inversion, — Projection stéréographique. 


| IL. — Coniques. — Ellipse. Intersection avec une droite, Tangente. Équation 
Us de lellipse. Ellipse et cercle considérés comme projections l’un de 
autre. | 


Hyperbole, Intersectio i ) i 
. : n avec une droite. Tangentes, Asymptotes. Équation 
réduite de l’hyperbole, : Ho ù 
Parabole. Intersection avec une droite. Tangentes, Équation réduite de la 
parabole. 
Définition commune des eoniques au moyen d'un foyer et d’une directrice, 
Sections planes d’un cône ou d’un cylindre de révolution. 


REMARQUE 1. Je ne cite que le programme de 1931, les textes de 1925 et 1931 sont 
identiques pour la géométrie. Le texte est de 1931 est encore plus bref que celui de 1905. Les 
deux grands chapitres sur les transformations et les coniques demeurent l'ossature du 
programme. 

Les contenus sont modifiés sur deux points. L'étude des polygones réguliers et des volumes 
(prisme, pyramide, sphère, cylindre et cône) n'est plus dans le texte de 1925. Aïnsi 
disparaissent tous les problèmes de mesures de longueur, d'aire et de volume qui, utilisant 
implicitement les dernières mises au point sur les réels, constituaient une nouveauté 
importante en 1902/1905. En second lieu, le texte à propos de la projection centrale, de 
l'homologie et de l'homographie qui réalise une approche de la géométrie projective, disparaît 
également en 1925. La méthode utilisée dans ce cours de géométrie de 1925/1931 est en 
rupture avec 1905. Nous constaterons sur des extraits de l'ouvrage de P. CHENEVIER 
"Cours de géométrie ” publié chez Hachette que la méthode du mouvement selon Charles 
Méray est abandonnée dans les démonstrations sur les transformations. La mesure des angles 
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orientés à K2T près permet de définir la rotation plane indépendamment de la notion de 
"mouvement". Ce refus "du mouvement" dans les démonstrations marque un retour au point 
de vue de Legendre en géométrie élémentaire qui a prévalu durant le siècle précédent. 

$2 Les angles orientés 
Document 2(extrait du ‘'P. Chenevier 1932) 


13. — Angie de deux demi-droites dans un plan orienté. 
— Considérons, dans 'un plan orienté, deux demi-droites OA et OB 
ayant une origine commune O (fig. 10). 


Nous appellerons angle de la demi- 
droite OA avec Ia demi-droite OB lun 
quelconque des angles dont il faut faire 
tourner OA pour l'appliquer sur OB. 


S1 la rotation est effectuée dans le 
sens positif, l'angle est mesuré par un 
nombre positif. Dans le cas contraire, 
l’angle est mesuré par un nombre né- 
gatif. 


Observons qu’une fois qu’on a amené OA sur OB, une rotation 
supplémentaire de ax radians dans le sens positif ou dans le sens 
négatif n’altère pas la position finale de OA. Il en résulte que, si x 
est la mesure en radians de l’un quelconque de ces angles, les autres 
sont mesurés par un nombre de la forme : 


a+2Kr, 
K étant un nombre entier, positif, négatif ou nul. Nous écriron 
MS . 
OA,0B—=3+aKr, 


ce qui se lit : 
angle de OA avec OB—ax+akKx 


Ainsi, sur la figure 10, on voit qu’une rotation de : radians (45°), 
faite dans le sens positif, amène OA sur OB. Un des angles de OA 


avec OB est + radians. Nous écrirons donc : 
(1) OA,0B=" +aKx. 
H | 


Remarquons qu’on aurait pu réaliser la coïncidence en faisant 


tourner OA de . radians (315°) dans le sens négatif. On aurait ainsi 


trouvé un angle de — L radians. Or si dans la formule (1) on prend 
K—=— 71, on trouve 
OA ,0B—T— ar — 2. 
û 4 


On voit donc que le sens choisi pour effectuer la rotation est indif- 
férent et que, seule, la donnée des demi-droites et l'indication de 
l’ordre dans lequel on doit les prendre déterminent à 2Kx près l'angle 
de la demi-droite origine avec la demi-droite extrémité. 
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21. — Angle de deux droites dans un plan orienté. — 
Considérons, dans un plan orienté, deux droites D et D’ (fig. 16). 


Nous äppellerons angle de la droite D avec la droite D’, l'un quel- 
conque des angles dont il faut faire tourner D pour l'appliquer sur D’. 


Observons qu’une fois qu’on a amené D sur D’, une rotation supplé- 
mentaire de x radians dans un sens quelconque n’altère pas la coïn- 
cidence de D avec D’. Il en résulte que, si « est la mesure en radians 
de l’un quelconque de ces angles, les autres sont mesurés par un 
nombre de la forme : 

a+ Kz, 
© K étant un entier positif, négatif ou nul. Nous écrirons : 
6,2 — à + Kr, 
ce qui se lit : 
| angle de D.avec D'—a+Kx. 


REMARQUE 2. Implicite dans les textes, la mesure des angles orientés est exposée dans ce 
manuel avec une volonté de simplicité. Cela nous paraît sage, sachant la difficulté de parler 
des angles au Lycée, nous le verrons avec les excès du programme de 1970. Notons que le 
sens des angles et la rotation plane utilisée dans le texte suivant ont été étudiés 
sommairement dès la seconde et la première. Ce qui est nouveau en terminale c'est la mesure 
d'un angle orienté de demi-droites (ou de vecteurs) par une famille de nombres &+Kk27. La 
même remarque vaut pour les angles de droites. 

Par exemple en comparant avec 1970, il n'est pas question de classe modulo 7, ni du groupe 


additif > pour la démonstration par l'auteur aux paragraphes 29 et 30 du Théorème : " 
TH 


Etant donnés deux points fixes A et B, le lieu des points M du plan tel que la droite MA fasse 
avec la droite MB un angle constant à KT près est un cercle passant par À et B." 


$ 3 Rotation plane. 
Document 3(extrait du ‘'Chenevier "'1932) 


49. — Problème I. — On donne dans un plan une figure F à 
laquelle appartiennent deux points 
A et B. Soit AB un segment du 
plan égal à AB. Construire la figure À 
F' homologue de F dans le déplace- C’. B° 


ment qui transforme AB en A'B. Lo dé 


Le problème sera évidemment À 
résolu si l’on sait construire l’ho- 
mologue C' d’un point quelconque | 
G de la figure F (fig. »2). Le Fig. 22. 
point C’ est défini sans ambiguïté | 
par l'angle B'A'C' égal à l’angle BAG et de même sens, et par l'éga- 
lité des segments A'C et AG. 


C 
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58. — Étude des rotations en géométrie plane. — Consi- 
dérons la rotation (0,0). Le point de la figure F qui coïncide avec O 
reste invariant. Le point O est dit le 
‘centre de la rotation. 

Soit À un point de la figure F (fig. 34). 
Son homologue est A' tel que : 


PS 
OA'—=O0A , OA,0À —0. 


Soit B un print quelconque de la 
figure F et soit B’ son homologue; nous 
B avons donc aussi : 


OB'—0B , OB,0B'—04. 
Appliquons la formule de Chasles (n° 45) 
Fig. 34. aux quatre demi-droites OA,OB,0B', O4; 
nous avons ainsi: 
LS AT AS 
GX dB + 06,0 -+ 0P,0A'+ OÙ ,0a —aK 


ce qui s'écrit : 


OA,0B +0+ O0B',041"—6—2Kx, 
ou encore : | 
Pt AT 
OA,0B— OA’,UB'+2Kr. 


Les angles AOB et A'OB sont donc égaux et de mêmes sens et les 
triangles AOB et A’OB' sont directement égaux. 
Il en résulte que si on fait coïncider OA avec O4’, un point quel- 
- conque B de la figure F vient sur son homologue B’ de la figure F'. 
Les deux figures F et F’ sont donc directement égales. 
Nous énoncerons : 


Théorème. — La rotation dans le plan est un déplacement. 
Le point de la figure F qui coïncide avec le centre de rotation est 


invariant. 


REMARQUE 3. En 1925, pour parler des figures égales dans le plan, nous restons dans le 
contexte de la méthode euclidienne ; le cours de P. Chénevier définit : "deux figures égales 
peuvent être superposées par un mouvement continu" et dans le plan il précise "Si ce 
mouvement continu est possible sans que la figure F sorte de son plan, c'est que la figure F' 
est directement égale à la figure F." Ceci posé, il définit les déplacements plans comme 
transformations du plan transformant F en une figure directement égale F'. Cette fois la 
connaissance de la mesure des angles orientés à 2x près permet une définition plus 
rigoureuse de la rotation, indépendante de toute idée de mouvement. A‘ est le transformé de 
A par la rotation (0,8) équivaut à : OA' = OA et mesure de l'angle (OA,OA') = 8 +2kx. 
Alors pour démontrer que cette transformation est un déplacement, il considère deux points 
distincts A et B ; les triangles AOB et A'O'B' sont égaux (cas d'égalité des triangles) puisqu'ils 
ont trois côtés respectivement égaux. La proposition "Les angles en A et A" sont directement 
égaux" (voir ci-dessus) est démontré en utilisant la définition la mesure de l'angle de la 
rotation plane et la relation de Chasles sur les mesures des angles orientés. Ce cours sur les 
déplacements utilise un vocabulaire simple et précis. 


58 


CHAPITRE II LES PROGRAMMES DE 


1945 
1° PARTIE :ALGEBRE 


I Le contexte de la réforme des programmes de 1945. 

a) Durant la longue parenthèse à Vichy de "L'Etat français", celui-ci, inféodé à la 
puissance occupante et croyant, après le désastre! de Mai 1940, à une guerre courte, a fait des 
projets de réformes à long terme dans tous les domaines : politiques, juridiques et sociaux. 
Ainsi dans l'enseignement secondaire, en 1942, un projet de changements des programmes est 
rédigé dans toutes les disciplines de la 6° à la terminale. Le calendrier annonçait sa mise en 
place en 2°, 1° et terminale respectivement en 1945, 46 et 47. Il restera bien entendu lettre 
morte ; signalons que le seul changement prévu en Algèbre en terminale était la disparition du 
calcul intégral. 

b) À la Libération, dès 1945, une commission est chargée par le gouvernement de la 
réforme de l'enseignement. Comme cela se réalise dans d'autres domaines, elle s'inscrit dans 
la volonté de reconstruction du pays née de la « Résistance » sur les bases d'une plus grande 
justice sociale. Cette commission est présidée par le tandem Langevin- Wallon et aboutit au 
projet qui gardera leurs noms. P. Langevin (1872-1946) physicien français fut un des grands 
vulgarisateurs de la théorie de la relativité et de la mécanique quantique. H. Wallon (1879- 
1962), normalien, philosophe et médecin, nommé Secrétaire de l'Education Nationale en 
1944, est spécialiste de la psychologie de l'enfant. 

c) Depuis le début des années trente le contenu de l'enseignement dans les universités 
ne correspond plus à l'avancement des découvertes en mathématiques et s’en trouve très 
éloigné. En licence le certificat de "Calcul différentiel et intégral" n'a pas encore pris en 
compte toutes les résultats des recherches de la fin du XIX° siècle et du début du XX°. Citons 
l'ultime mise au point des nombres réels, le rôle des structures algébriques : groupes, 
anneaux, corps, espaces vectoriels ; enfin "la théorie des ensembles" et la topologie. 

En 1939, la création du groupe Bourbaki par d'anciens élèves de Normale Supérieure 

(H. Cartan, C. Chevalley, J. Delsarte, J. Dieudonné, et A. Weil ) correspond à une volonté 
de changement ambitieuse chez beaucoup de jeunes mathématiciens talentueux. Je précise 
“Jeunes " car parmi les règles de ce groupe, on y trouve la nécessité pour ses membres d'avoir 
moins de 50 ans. Cette "Ecole" s'appuie sur la Logique Formelle et la Théorie des ensembles 
dans le but d'unifier l'exposé de tous les chapitres du savoir mathématique. 

Notons que des tentatives d'innovations dites "modernes "” dans le cours de CDI, sont 
réalisées isolément : par exemple à l'université de Nancy, juste avant la deuxième guerre 
mondiale. 

A la Sorbonne, il faudra attendre le départ de G.Valiron dont ouvrage "Théorie des fonctions" 
fut longtemps la référence pour l'enseignement de l'analyse en Licence jusqu'au début des 
années 1950. Sous l'influence de G. Choquet vont commencer des changements significatifs. 
Celui-ci, de retour des Etats-Unis, a pu constater notre retard ; il se joint alors aux "jeunes" 
du groupe Bourbaki et ensemble, ils sont à l'origine du bouleversement complet de 
l'enseignement à l'Université, notamment avec l'introduction de la théorie des ensembles, des 


! Pendant les années qui précédent 1939, les anciens généraux de 14/18, aux commandes de l'Etat major croyaient encore à une guerre de 
position avec la construction de la "ligne Maginot" (contre l'avis des jeunes élites militaires comme le colonel Charles De Gaulle). En mai 
1940, les armées de Hitler utilisèrent "la guerre éclair" qui en un quelques semaines perça le front français et poussa le corps expéditionnaire 
anglais à la mer. 


b) 
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structures algébriques et de la topologie dès la seconde moitié des années 50. 

d) Mais au lycée, les nouveaux programmes d'algèbre ne subissent pas de 
changements réels sur le fond par rapport à 1925/31, excepté la nouvelle répartition des 
contenus entre les trois classes de seconde, première et terminale. En voici le texte ci-dessous 
pour la classe de M.E.. 

Remarque liminaire 

Comme vous le constaterez, les extraits de manuels sur cette période sont plus nombreux ; 
ma volonté est de souligner par là l'importance de l'enseignement de la géométrie au milieu du 
XX° siècle. Je prends en compte également la génération actuelle des enseignants n'a pas 
toujours eu l'occasion, dans sa formation initiale, d'être confrontée avec toutes les questions 
de géométrie évoquées, comme l’inversion par exemple. 

Pour lever toute ambiguïté de vocabulaire, je distingue, tout au long de ce travail, "la 
géométrie euclidienne" de la “méthode euclidienne". La "géométrie euclidienne" est 
développée à partir des "Eléments" d'Euclide et enseignée au Lycée jusqu'au début du XX° 
siècle, et la fin du scandale du 5° postulat, avant la réforme de 1905. La "méthode 
euclidienne", s'appuyant sur des axiomes issus de la réalité physique et utilisant l'intuition des 
figures, développe le raisonnement déductif et les transformations pour accéder à de nouvelles 
propriétés ; même si, par exemple, ces propriétés dérivent de la géométrie projective. Elle 
s'oppose à la méthode de Hilbert uniquement fondée sur des axiomes sans rapport direct en 
apparence) avec la réalité physique. 
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Texte officiel de 1945 pour l'algèbre en classe de M.E. 
Comme on peut le constater les textes sont quasiment les mêmes pour l'algèbre depuis 1905. 
L'évolution se trouve plutôt dans la forme comme nous allons le constater. Les manuels de 
cette époque utilisent un vocabulaire plus précis et montrent une rigueur plus affirmée dans 
les démonstrations. 


I. — Nombres positifs et nombres négatifs. Opérations élé- 
mentaires sur ces nombres; racines carrées. 

Monômes, polynômes. Addition, soustraction, multiplication 
des polynômes à à une ou plusieurs variables. Calcul algébrique. 


II. — Rappel des notions de fonction, d’accroissement, de 
fonctions croissante ou décroissante. 

Systèmes d’axes de coordonnées rectangulaires. Transport 
des axes parallèlement à eux-mêmes. Représentation d’une 
droite par une équation du premier degré. Coefficient angu- 
laire. 


IT, — Équations et inéquations du premier et du second 
degrés. 

Résolution et discussion d’un système de deux équations du 
premier degré à deux inconnues. [Interprétation gr aphique. 

Exemples numériques simples (sans aucune théorie générale) 
d'équations qui se ramènent à des équations du premier et du 
second degrés. 


IV. — Dérivée. Signification géométrique. Dérivée d’une 
somme, d’un produit, d’un quotient de fonctions ayant des 
dérivées. Dérivée de la racine carrée d’une fonction ayant une 
dérivée. Variation et représentation graphique des fonctions 


Lis az +b b 
ax + 0x + c et az+ PTE A 
Exemples de fonctions de la forme 
ax? + bæ + c 


att+ bi + 0, d + px + q, abrite 


à coefficients numériques. (En ce qui concerne les limites et la 
continuité, on se bornera à donner avec précision les définitions 


. 


Je donne au paragraphe suivant des extraits de l'ouvrage ” Algèbre, classe de mathématiques 
élémentaires " publié par Lespinard et Pernet en 1949 chez André Desvigne à Lyon et 
largement utilisé dans beaucoup de Lycée. Volontairement, pour l'Algèbre, je ne choisi pas 
le Lebossé-Hémery : "l'ouvrage de référence" utilisé dans la plupart des Lycées, je le réserve 
pour la géométrie à cette époque. 


IT Extraits du manuel Lespinard et Pernet. 
$1 Notion de limite en 1947 
(document 1) : Lespinard et Pernet 


Fac-similé pour les parties abîmées du texte 
201. --- NOTATIONS -- Il est commode, lorsqu'on veut étudier les 
propriétés des fonctions, d'écrire : y = f(x) ce qui se lit :"" y égal f de x". 
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Si pour x = © la fonction est définie, nous désignerons la valeur 
numérique correspondante par : f(@). 

202. VARIABLE TENDANT VERS UNE VALEUR FINIE. - 

On dit que la variable x tend vers le nombre fixe ‘'a'"' (appelé limite de 
x), s'il est possible de donner à x une valeur numérique aussi voisine de 


"a" Que l'on voudra, c'est-à-dire de rende la différence Lx à) aussi 


TAN 197 


DÉFINITION : On dit que x tend vers a si, éta 
N : » étant donné 
positif € aussi petit quo l’on voudra, Host possible de obter à tel dr 


Ix—al<e {1}. 
ce qui sc traduit aussi PT: A—c<x<atLe (2) 


Graphiquement (fig. 51), cecl traduit la possibilité Pour le point 


d'abscisse : x de se trouver sur 
abacisses a— €, a L &. le segment dont les extrémités ont pour 


D 4 
fm 


8-t 8 a+ 
Fig. St 


IL. -- LIMITE FINIE D'UNE FONCTION 
204 Etant donné une fonction y = f(x) de la variable x, on dit que f(x) 
tend vers le nombre fini b, s'il est possible de trouver x pour que la 
valeur numérique correspondante de f(x) soit aussi voisine de b que l'on 
voudra. f(x) tend vers b quand x tend vers a, si cette valeur de x peut se 
trouver voisine de a. 
En d'autres termes 
DEFINITION : On dit que f(x) tend vers le nombre fixe b, appelé 
limite, quand x tend vers a si, étant donné un nombre positif € aussi 
petit que l'on voudra, il est possible de trouver un nombre « tel que 


Lx — al< & entraîne | f(x) — b] <E 


REMARQUE 1 
"fonction définie 
des programmes 


a) La notion de fonction est cette fois définie explicitement : 
sur un intervalle", au paragraphe 201; ce n'était pas le cas dans les manuels 
de 1902/1905. De même en 1947, ‘" domaine de définition'' est une 


expression utilisée pour une partie de N ou de R 


b) Comme en 1902/1905 on retrouve la notion prise isolément 


"d'une variable x qui tend vers a" au $202. Qui plus est, la définition de "x tend vers a" est 
même faite en terme d'approximation à € près. 


c) Par contre au $ 204, ils définissent la limite finie d'une 


fonction en un point sous deux formulations. La première est qualitative "on dit que f{x) tend 
vers le nombre fixe b, s'il est possible..." et fait appel au bon sens. La seconde est formalisée, 
en € et ©, c'est la définition de Weierstrass : c'est à dire en terme d'approximation à € près de 


f(x) en imposant des conditions sur x. Les deux expressions rendent compte du refus à 
l'époque, de séparer "x tend vers a" et "f(x) tend vers b". Les $ 202 et 204 témoignent d'une 
cohabitation persistante entre les deux traditions de la notion de limite dans le même cours ; 
l'une liée à la notion de mouvement, et l'autre en termes d'approximation. Le panel de 
fonctions étudiées n'évolue pas par rapport à 1925 ; "le procédé " qui donne y = f(x) est défini 
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par une expression algébrique ou trigonométrique. Ces dernières sont pour l'instant les seules 
fonctions transcendantes au Lycée. Bien entendu les logarithmes décimaux demeurent des 
outils de calculs indispensables aussi bien en algèbre qu'en trigonométrie : la fameuse table de 
valeurs "Bouvard et Ratinet" a encore de beaux jours devant elle. Pour autant la fonction 
Logarithme népérien ou décimale ne sont pas définie dans ce programme. 

$2 Dérivées 
(document2) Lespinard et Pernet 


Le DÉFINITIONS. GÉNÉRALITÉS 


£80. DÉFINITION DE LA DÉRIVÉE. — Soit 
définie et eontinne dans l'intervalle (E). Soient z,et x, da à Pa Eden 
A l'intervalle (Az s'appelle un accroissement de In variable x à 
rl c'est uue quantité algébrique). Les valeurs correspondantes de 
a fonction sont f(x.) et (x, + Âx). Nous conviendrons de poser : 
as Î&e + Az) = ys + Ay 
y l'accroissement d 
at ss “ nteg e la fonetion correspondant à j'aserois- 


. uand À 0, | 
au EN È Ra fe EU —> f(x), puisque la fonction est eun- 


Az Az 
: 0 
il prend la forme indéterminée : — Pour Az = () 
0 [1 


DÉFINITION. — Si le rapport 
1% + Ax) — 1(x) 


nstememmneune 


Ax , 


tend vers une limite bien déterminée 1 lorsque À 
valeurs positives on négatives, nous dirons que pe an I pr « 
dérivée *”” de la fonetion pour ja valeur x, de la variable. Te 


Nous conviendrons d’écrire : 
Ye = 1x) = ! 


REMARQUE 2. Les évolutions sont réelles depuis 1902/1905 et 1925. Dans la définition 
0 A 
au $ 280, est évoquée la forme indéterminée n du rapport Ke La propriété de " dérivabilité 
X 


de f en X," est une propriété non triviale : une exigence est posée : "si le rapport tend vers 
une limite bien déterminée /". Cette fois la continuité de f justifie : “quand Ax 
— 0, f(x, + Ax) — F(x,)". Il y a bien cohabitation des deux traditions du concept de limite, 
mais la définition est plus rigoureuse qu'en 1902. La démonstration des théorèmes sur les 
opérations sur les dérivées est réalisée comme en 1902/1905 par des procédés intuitifs, sans 
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utiliser les €, ©. Donc s'il y a bien évolution, celle-ci demeure mesurée. 

$ 3 Calcul intégral 1947 
(document 3) Extraits du manuel ""Lespinard et Pernet"'. Les auteurs donnent au $ 336, 
non reproduit ici, une définition classique de la notion de primitive d'une fonction continue 
sur un intervalle E, puis démontrent que si F est une primitive de f alors celle-ci en admet une 
infinité définie par G(x) = F(x)+C ; suit le tableau des primitives $337. 


Le paragraphe 338 commence ainsi : "Soit y = f(x) une fonction définie et continue dans 
l'intervalle E et dont nous connaissons une primitive continue F(x). Nous désignerons par 
(C) la courbe représentative de la fonction dans l'intervalle (a,b)"!. 


| wentalive en À et B, l’axe Oxen «et B. Proposons-nous de calculer l'aire 
comprise entre l'arc de courbe, Oz et les deux droites &A, 6B. 


O|®%(8,0) px) V(x+A%) Btb,0) x 


ù Fig. 112 


Soit x une valeur de la variable comprise dans l'intervalle, à la- 
quelle correspond le point M de la courbe, projeté en pi sur Ox. A chaque 
valeur de x correspond une aire pour je trapèze mixtiligne &AMy. (nous 
l’appelons mixtiligne car l'un des côtés du trapèze est remplacé par l'arc 
de courbe (C) : AM), Cette aire est une fonction erolssante de x. Repré- 
sentons-la par S(x). Cherchons si cette fonction admet une dérivée, 
Désignons maintenant par %, l'abscisse fixe du point: M et donnons à æ 
l'accroissement Az. Soit N le 


point correspondant sur la 
courbe, projeté en » sur l’axe 
Oz. L’accroissement corres- 
pondant de la fonction S(x), 
représenté par AS, a pour 
“ valeur absolue ” l'aire du 
trapèsze mixtiligne uMNY re- 
présenté séparément sur la 
figure 113 (il ne faut pas 
oublier que Az étant un Fig. 113 

nombre algébrique, AS est 

ahssi un nombre algébrique). La fonction étant continue dans l’inter- 
valle (Ze Xe + Âx) passe nécessairement par un minimum absolu. 
“’abscisse x, d’ordonnée (/x.) et un maximum absolu d’abscisse 
#1, d'ordonnée f(zy) [zx et zu pouvant d'ailleurs être égaux à x, 

æ + Az, comme le montre la figure 114]. - | 
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Menons, par les points représentatifs du maximum et du mini 
-mum, les parallèles à l’axe Ox rencontrant uM et oN et déterminant 
ainsi deux rectangles d’aires f(x) | Az] et f(tu) | Az]. est cher que : 

Kzu) | Az] < | AS] < Hu) | Aï| | 
AS ‘ 
En remarquant que pe > 0 (puisque S(z) est une fonction crois- 
z 


sante) il vient : ù ST 5 


ÀS 
Em) < — < f(&u) 
Az 


Quand Az->0, 2->7, Zi + 2 et, comme f(x) est continue, 
Han) —> (To), tu) —> (te), 
AS 
par suite : — > f(te). 
Az 


S(x) admet donc, pour Z = 7, la dérivée f(2,) définie quel que 
soit x, dans l'intervalle (a, b), donc S(x) admet f(x) pour fonction dé- 
rivée. S(x) est donc une primitive de f(x). 


D'où : 


* 


THÉORÈME : Si f(x) est une fonction continue et positive repré- 
sentée par un arc de edurbe (C) dans l'intervalle (a, b), l’aîre comprise 
entre Paxe Ox, deux parallèles à Oy d’absolisses a et x, et l’are de courbe 
correspondant à l'intervalle (a, x), est une fonction primitive de f(x). 


Nous avons appelé F(x) une primitive de f(x) ($ 336). On peu 
donc écrire { $ 336) : 


S(x) = F(x) + C (1) 
Or, si x — a, l'aire est nulle, donc S(a) = 0, par suite : 
0 — F{a) + C 
qui détermine la valeur particulière de la constante C : 
C = -— F(a) 
Portons dans (1), il vient : 
S{x) = F(x) — F(a) 
. remplaçant + par b, nous obtenons l'aire du trapèze mixtü e 


| Aire ABflx — F(b) — F(a) | (2) 


REMARQUE 3. Là encore, l'évolution par rapport à 1902/1905 va dans le 


sens d'un 


vocabulaire plus précis et la recherche d'une plus grande rigueur dans les 


démonstrations. 


a) Cette fois les qualités de f sur l'intervalle [a,b], continue et positive, sont 


précisées avec soin. 


b) Dans la démonstration du "Théorème fondamental" du calcul intégral au $ 
338, la courbe représentative C, de f joue un rôle déterminant car la fonction f n'est plus 
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supposée monotone sur [a,b]. En premier lieu elle donne une représentation de l'aire et de ses 
propriétés, en second lieu elle facilite l'utilisation de la continuité de f qui se traduit par la 
possibilité de tracer la courbe "sans lever le crayon"”. Cette interprétation est insuffisante pour 
traduire la continuité, notamment pour des fonctions continues et non dérivables dont on ne 
peut tracer la courbe, mais ces fonctions sont surtout définies par des séries et étudiées après 
le baccalauréat. Dans la perspective de l'appropriation progressive d'un savoir la démarche est 
acceptable. Ceci permet aux auteurs dans le cas a < b et f(x) > 0 (fig112), d'utiliser de façon 
intuitive la propriété que possède toute fonction continue sur un intervalle fermé d'atteindre 
ses bornes. Ainsi l'implication suivante s'en déduit : ( fig113) 


x, et x, ela,b] donc f(x, )JAx|</As < f(x,,)Ax 


Puis très justement puisque S est croissante, AS et Ax sont de même signe, alors 


AS ; AS ” a . 
f(x, ) < re < f(X,,); enfin la continuité de f entraîne les limites suivantes: 
X 


"Quand Ax — 0, x, — x, et x,, — x, alors f{ X,,) tend vers f{X5) et f{(Xu) tend vers f{Xo)". 
Notons que c'est " le mouvement de x vers a qui entraîne le mouvement de f(x) vers f(a)" ; 
répétons le 1l y a bien encore en 1947 cohabitation des deux aspects de la notion de limite 
comme nous l'avons dit précédemment et la raison est que "ça passe mieux" auprès des 
élèves qu'en terme d'approximation. 

Bien entendu, dans le cadre d'une plus grande exigence de rigueur, on peut reprocher aux 
auteurs d'utiliser des propriétés non traitées dans le cours sur les fonctions continues sur un 
intervalle. Cependant il est nécessaire de faire remarquer que ces mêmes propriétés 
interprétées à partir du graphe de f ont un caractère évident, suffisant pour le Lycée. 


c) F(b)-F(a) n'est plus noté fs f(x)dx comme en 1902, et le terme "intégrale définie" 


n'est plus utilisé en 47. Il sera repris en 1962. La notion d'aire algébrique, qui ne figurait pas 
dans les textes officiels en 1902/1905, cette fois est traitée avec précision. Dans le paragraphe 
339 non reproduit ici, elle est introduite de façon classique dans les autres cas pour le signe 
de a et b et de f. Nous développerons ces cas à propos du programme de1962. 

II Commentaires sur les programmes de 1947. 

En Comparant, dans les deux ouvrages relatifs à 1902 et 1947, le traitement des concepts de 
limites, de dérivée et d'intégrale, il est clair que les contenus n'ont pas sensiblement changés. 
Mais la rigueur plus affirmée du vocabulaire et une plus grande ambition dans les 
démonstrations se font jour en 1947. L'influence des universitaires partisans des changements, 
comme "le groupe Bourbaki", y est certainement présente. Le statut de la notion de limite est 
cependant encore hésitant. Mais un recours constant à l'intuition et au bon sens de l'élève 
permet des démonstrations ($338 du manuel) : cette constante demeure depuis 1902 et 
caractérise encore cette période. 
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2° PARTIE : EVOLUTION DE LA GEOMETRIE dans 
le programme de 1945 


I Programme de 1945 en géométrie. 
Dans le contexte mathématique et politique de la réforme Langevin-Wallon en 1945 
explicité dans la première partie du chapitre II, voici le programme officiel de géométrie de 
juin 1945, appliqué dans la classe de Mathématiques élémentaires en 1947. 


2 PROGRAMME 


IT. — Division harmonique sur une droite, Faisceau harmonique de droites. 
Polaire d'un point par rapport à deux droites. 


Puissance d’un point par rapport à un cercle ou à une sphère. Axe radical de 
deux cercles. Plan radical de deux sphères. Différence des puissances d’un point 
par rapport à deux cercles ou à deux sphères. 


Faisceaux de cercles : définition, différents genres de faisceaux. Condition d’ortho- 
gonalité de deux cercles; faisceaux orthogonaux. Condition d’orthogonalité de 
deux sphères. 

À Cercles passant par deux points et tangents à une droite donnée ou à un cercle 
onné. 

-— Polaire d'un point par rapport à un cercle; pôle d'une droite. Plan polaire d’un 

point par rapport à une sphère; pôle d’un plan. (La transformation par polaires 

réciproques n'est pas au programme.) 


Inversion {plan et espace). Projection stéréographique. 


IV. — (Conformément à ce qui a été dit dans le préambule, toute liberté est 
laissée au professeur pour l’agencement de son cours sur les coniques. Pour l’étude 
de ces courbes et la résolution des problèmes classiques qui se posent à leur sujet, 
il partira chaque fois, de celle des propriétés caractéristiques qu'il jugera la plus 
commode.) 


un et propriétés caractéristiques de l’ellipse, de l’hyperbole et de la 
parabole : 

Lieu géométrique des points dont la somme ou la différence des distances à 
deux points donnés a une valeur donnée; 

Lieu géométrique des centres des cercles passant par un point donné et tangents 
à un cercle donné ou à une droite donnée; 
- Lieu géométrique des-points-dont le rapport des distances à un point donné 
et à une droite donnée a une valeur donnée; 


Etude des trois coniques : 

Construction par points : directions asymptotiques de la parabole et de l’hyper- 
bole, Points intérieurs et points extérieurs. 

Tangente en un point ; asymptotes de l’hyperbole. Enveloppe d'une droite 
qui varie de telle façon que ia projection d’un point fixe sur cette droite décrive 
un cercle ou une droite. Problèmes sur les tangentes ; théorèmes de Poncelet. 

Intersection avec une droite. 


Equations de l’ellipse et de l’hyperbole rapportées à leurs axes de symétrie, 
Equation de la parabole rapportée à son axe et à la tangente au sommet, 


Ellipse considérée comme projection orthogonale d'un cercle. 
Sections planes d’un cylindre et d’un cône de révolution. 
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Il Changements notables sur le fond et stratégie du choix des extraits et des manuels. 
Depuis 1905 (programme appliqué en 1907 en terminale) les vecteurs figurent explicitement 
au programme de la classe terminale, mais pas le produit scalaire ; cependant certains auteurs 
utiliseront ce dernier pour certaines notions (puissance d'un point par rapport à un cercle) 
dans leurs manuels en 1947. 

La notion de transformations du plan ou de l'espace évolue, notamment dans le vocabulaire et 
les méthodes d'exposition. Comment sont traitées les isométries devant les élèves en 1947 ? 
Nous savons que le mouvement depuis 1925 n'est plus utilisé dans les démonstrations sur les 
isométries comme il l'était en 1905. Y a-t-il une évolution dans l'exposé de cette question ? Il 
importe d'en donner quelques exemples. 

Le paragraphe III du programme officiel, traite de divisions et faisceaux harmoniques, pôles 
et polaires, l'inversion. Ces questions constituent un corpus important du programme de 
géométrie qui perdure de 1905 à 1972 en Terminale (ME, TC, TE). On peut en donner des 
extraits à propos du programme appliqué en 1947. Je l'avais exclu à la période précédente 
pour éviter les répétitions. 

Le $IV du programme officiel sur les coniques reflètent les travaux d'Apollonius et les 
pratiques inspirées au XIX° siècle dans l'enseignement secondaire par l'ouvrage de A.M. 
Legendre (Eléments de géométrie publié en 1794). Ce chapitre perdure également dans les 
programmes de géométrie de cette classe, de 1905 à 1998, avec une importance décroissante. 
Nous en reportons les extraits au chapitre I. 

Pour illustrer le programme appliqué à la rentrée 1947, je donne des extraits de l'ouvrage de 
"C. LEBOSSE ET C. HEMERY"' "'Classe de Mathématiques''" édité en 1947 et réédité 
chez Nathan en 1961. Les auteurs, professeurs agrégés respectivement au Lycée Claude 
Bernard et au Collège Lavoisier à Paris réalisent un véritable ouvrage de référence en la 
matière. Il importe de préciser que les auteurs d'adressent au plus grand nombre, et peu 
d'enseignants et de lycéens de cette époque ont ignoré cette collection. En 1947, la diversité 
dans le choix des manuels scolaires pour une classe donnée est moins importante qu'elle le 
sera à la fin du siècle. 

J'y ajouterai, comme éléments de comparaison, des extraits de "Géométrie classe de 
Mathématique" publié dans la Collection scientifique A. CHATELET par les auteurs 
"R.DELTHEIL et D.CAIRE"" en 1950 chez J-B BAILLERE ET FILS. Cet ouvrage 
moins usité mais de plus haut niveau, semble plutôt destiné aux élèves qui envisage dés la 
terminale une classe préparatoire. Rappelons qu'à l'époque les élèves sont encore 
"sélectionnés" par le concours d'entrée en sixième et que la grande majorité des élèves ne va 
pas au-delà de la classe de troisième. Bien que le Lycée s'ouvre plus largement qu'avant la 
guerre 39/45 ; dans ce cadre, le pourcentage des élèves qui suivent la classe M.E est encore 
inférieur à 15% de l'ensemble des Lycéens. 
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IT Extraits de questions figurant au paragraphe I du programme officiel. 
$1Les vecteurs : (document1) Lebossé Hémery 


VECTEURS 


e 1. Eléments orientés. — L'utilisation d'éléments orientés en Géométrie 
permet de donner à certains théorèmes une forme à la fois plus précise et plus 
générale, 

Un axe est une droite orientée. — C'est une droite sur laquelle on 
a fixé un sens de parcours. Ce sens indiqué par une flèche (fig. 1) est appelé 


sens positif de l'axe, À toute droite x'x correspondent deux axes x'x et xx’ de 
sens opposés. 


Fig. 1. 


Un vecteur est un segment de droite orienté. — Le symbole AB 
désigne le vecteur d'origine À et d'extrémité B (fig. 2). La droite AB est le 
support du vecteur et la longueur AB est son module. Le sens de parcours de A 


vers B est le sens du vecteur AB. PE 

Un segment AB définit deux vecteurs AB et BA. Un vecteur V est nul lorsque 
son module est nul. On écrit : V = 0. 

L'unité de longueur étant choisie on appelle vecteur unitaire tout vecteur de 
module 1, Tout vecteur unitaire : — 


porté par un axe x'x (fig. 3) et de 
même sens que lui est dit vecteur T” La 
unitaire de l'axe x'x. Fig. 3. 

Deux vecteurs dont les supports 
sont parallèles (ou confondus) sont dits parallèles ou de même direction. Ces 
deux vecteurs peuvent être de même sens (fig. 6) ou de sens contraires (fig. 7). 


Deux ou plusieurs vecteurs de même support sont dits colinéaires, tandis 
que des vecteurs situés dans un même plan sont dits coplanaires. 


e 2. Vecteurs égaux (ou équipollents). — Deux vecteurs égaux sont 
deux vecteurs de même direction, de même sens et de même 


module. Der | 
Si les vecteurs AB et CD sont égaux (fig. 4 et 5) on écrit : 
AB = CD 

52 D 
LS 7 dl 

À D B La" 

. sil 
C 
Fig. 4. Fig. 5. 


Lorsque les deux vecteurs n'ont pas le même support le quadrilatère ABDC 
est un parallélogramme, ce qui montre que AC = BD et réciproquement. 
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REMARQUE 1. 
Les vecteurs figuraient déjà dans les programmes depuis 1902/1905. Ils sont traités en 1947 


avec une approche empirique. Il y a d'abord "le vecteur lié" défini comme "un segment de 


Due 
droite orienté" noté AB. Les paramètres qui le caractérisent sont l'origine, l'extrémité, le 
support, la longueur (ici le module, ultérieurement la norme) et le sens qui est le sens de 
parcours de A vers B sur la droite (AB). 

Puis une relation d'égalité entre des "vecteurs liés" est définie et associée à une figure type : 
le parallélogramme ; on l'appelle "équipollence". Elle conduit au "vecteur libre” qui n'est 
plus caractérisé que par trois paramètres : la direction, le module et le sens. Peut-on critiquer 
ce procédé qui ne définit pas le vecteur comme classe d'équivalence, comme élément d'un 
ensemble quotient. En fait je pense que cette démarche est sage : le concept d'ensemble 
quotient est difficile au Lycée, l'avenir le prouvera dans les années 70. Considérée dans le 
cadre de l'acquisition progressive d'un savoir cette présentation est une étape utile qui ne gêne 
pas l'élève dans l'utilisation de cet outil. De plus elle présente l'avantage de rester cohérente 
avec l'usage qu'en font les élèves dans leur cours de Physique. La somme étant définie à 
partir d'un point O et d'un parallélogramme, les auteurs montrent avec rigueur que le vecteur 
somme est indépendant du point O. La figure reste au centre de la méthode qui demeure bien 
sans conteste "la méthode euclidienne”. 

$2 Les angles orientés du plan (document 2) 


ANGLES ORIENTÉS DANS LE PLAN 


e 35. Plan orienté, — Une demi-droite O 
. P : -droite Oz du plan peut 
son origine © dans deux sens différents : D 


On appelle sens direct ou (ti 1 
e j sens positif de rotation dans le 
plan le sens inverse des aiguilles d’une montre. Le sens opposé 
est le sens rétrograde ou négatif. 


Fe ten est dit orienté (Ag. 39). Au sens direct dans le plan correspond un sens 
irect de parcours sur toute ligne fermée non croisée du plan (fig. 40) et en parti- 
culier sur tout polygone convexe ou tout cercle du plan. 


Fig. 39. Fig. 40. 


ANGLE DE DEUX DIRECTIONS ORIENTÉES 


+ 36. Angle de deux demi-droites de même origine. — 

angle orienté des demi-droites OA et OB DNS . LA El 

l'un quelconque des angles dont il faut faire tourner dans un 

sens donné, une demi-droite mobile Oz pour l’amener du côté 
È origine OA sur le côté extrémité OB. 


_On écrit (fig. 41) : angle (OA , OB) ou simplement 

(OA ,OB). 
” En affectant la mesure arithmétique de l'angle 
balayé par Oz du signe + ou du signe — suivant 
0 A que Oz a tourné dans Le sens positif ou dans le sens 
Fig. 41. négatif, on obtient une mesure algébrique (ou 


détermination) de l'angle (OA ,OB). 
“e 37. Théorème. — Les différentes mesures algébriques en 
radians de l'angle (OÀ » OB) sont données par la formule : 
(OA ,OB) = ++ 2h. 


où « désigne une quelconque de ces mesures et À un entier algébrique arbitraire. 
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ANGLE DE DEUX DROITES DANS LE PLAN 


e 44 Définition, — On appelle enté 

; C angle orienté 4 
D et D’, l’angle oriente . ie 
Par | avec l'un quelconque des axes portés par D D avec l'un quelconque des axes portés par D 


. 


Cet angle est représenté par | bole (D, D' ’ 
droites AB et CD (fig. 47) s'écrit de même Gi de, 9, rngle des un 


Fig. 46, Fig. 47. 


. ee a etare algébrique d’un angle de droites 
_ Soit « l'une des mesures algébriques de. l'angle (AB. CD). On a (n° 42) : 
(AB.CD) — (BA, DC) = « + 2mx et (AB, DC) = (BA ,CD) = a+ 5 2nx. 


Donc : à 
Fi 


(AB,CD) — « + kr. ; 


Dans cette formule & désigne l'une quelconque des déterminations de l: angle 
(AB, CD) et & un entier algébrique arbitraire. Notons que : 


Toute mesure algébrique d’un angle d’axes ou dr’ Lecteurs 
est ue mesure de l’angle de droites de leurs supports non 
orientés. : 


«a 


e 46. Corollaires. — Il résulte de ce qui précède et des théorèmes (n° 38) : 


— ph a AY Ë 4e CE est déterminée par la donnée de la droite OA 


2° Deux angles de droites à côtés respectivement parallèles sont égaux, 

3 Si D et D' sont parallèles on a : (D,D") = kr: 

49 Si(D,D)= « + kr, on a : (D',D) = — x + x. 
REMARQUE 2. Seulement évoqués en 1905, les angles orientés de droites et de vecteurs 
font l'objet d'une étude plus complète en 1947. Comme en 1931, leurs mesures sont 
respectivement définies modulo x ou 27, avec simplicité et le soucis d'éviter toute 
formalisation excessive. Nous aurons l'occasion de revenir sur ce sujet car là aussi, c'est une 
opinion personnelle, je pense que l'isomorphisme entre le groupe O‘et l'ensemble quotient 
R/27Z par lequel on définira la mesure des angles dans les années 70 en M. E. ne sera pas 
chargé de sens pour les élèves. En 1947, les angles orientés de vecteurs et ceux de droites sont 
définis distinctement; ceci permet de clarifier les démonstrations comme celle de l'angle 
inscrit. Signalons l'importance de l'étude de lieux géométriques qui sont présents dans 
beaucoup de problèmes en 1947 ; cette méthode de recherche, par analyse-synthèse, si riche 
en réinvestissements pour l'élève sera abandonnée en 1972 pour ne revenir qu'en 1986, sans 
pouvoir alors s'imposer dans la réalité de la vie des classes. Enfin les applications comme la 
cocyclicité, les droites anti-parallèles et le théorème de Simson clôturent cette étude. 
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$3 Le produit scalaire. (document3)Lebossé Hémer y. 


PRODUIT SCALAIRE DE DEUX VECTEURS ® 


e 717. Définitions. — On appelle produit scalaire de deux vec- 
ae le produit de leurs modules par le cosinus de leur 
angle. 


Soient deux vecteurs Ü et Ÿ de modules et 
o et d'angle 8 (fig. 80). Leur produit scalaire se 


rite 
DRE par le symbole U.V (lire : « U scalaire ÿ 
»}. 
ü 
Un 
L'angle 4 est l'angle des deux vecteurs dans Fig. 80. 
l'espace. Mais si U et V sont situés dans un ” 
même plan orienté, on peut prendre Ô — (Ü, Ÿ) car cela ne change 
pas cos ©. 


Le produit scalaire du vecteur U par lui-même est son carré 
> 
scalaire U>*. 


On a donc: U? = u° etparsuite AB? = AB. 

Un produit scalaire est commutatif : ÜV = V.U = uv cos 0. Si l'un des 
vecteurs Ü ou V est nul ce produit est nul. Le signe du produit scalaire de deux 
vecteurs non nuls est celui de cos ©. Ce produit est positif, nul ou négatif sui- 
vant que est aigu, droit ou obtus. Donc : 

Pour que deux vecteurs non nuls aient un produit scalaire 
nul, il faut et il suffit qu’ils soient rectangulaires. 

Notons que le produit scalaire de deux vecteurs unitaires est le cosinus de 
leur angle et que le carré scalaire d'un vecteur unitaire est égal à | 


e 78. Théorème. — Le produit scalaire de deux vecteurs est 
égal au produit des mesures algébriques de l’un de ces vec- 


teurs et de la projection de l’autre sur lui. 
Considérons (fig. 81) OÀ = Ü, OB — V et soit B' la projection de B sur le 
support x'x de OA, orienté dans le sens de OA. 


na: 

OA=u et OB' = OB cos (OA, OB) 
soit : OB' = v cos. 
D'où : 


Fig. 81 


OA.OB' = u.v cos0 = OÀ.0B UN. 


{1) La notion de « Produit scalaire» ne figure pas au programme du Baccalauréat, 


REMARQUE 3. En 1902/1905 et en 1925/1931 le produit scalaire de deux vecteurs n'est pas 


utilisé directement en Terminale, il figure dans certaines démonstrations sous la forme 
indirecte : BC° = AB° + AC° -2AB x ACcos0. 
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En 1947, bien qu'il ne soit toujours pas au programme du baccalauréat, il est défini dans ce 
manuel directement dans l'espace, et comme le précise les auteurs cos ne change pas avec 
l'orientation du plan des deux vecteurs. Il sera présent dans cet ouvrage pour toutes les 


questions d'angle et de distance, par exemple dans la puissance d'un point par rapport à un 
cercle. 


IV Extraits sur les déplacements. ( Paragraphe II du programme officiel). 


$1 Les déplacements plans. 
Le document 4 : page 80 Lebossé Hémery commence par la définition du ‘‘'produit'' de 
deux transformations, noté X, et si 


la figure E est l'Homologue de lafigureF parT, E l'homologue deF par T, alors 


tion (T2). La figure F, se déduit de la figure F dans une transformation unique 
(T) appelée produit des transformations T, et Te prises dans cet ordre. On écrit 


(T) Te (en X T2). 


Une figure donnée F n'a pas, en général, même transformée dans les deux 
transformations (Ti X To) et (Ta X T). Lorsque ces deux transformations sont 
équivalentes, le produit (T1 X T2) est dit commutalif et on écrit, dans ce cas : 


(Ts X Te) = (Te X Ti). 


Le produit (T1 X Te X … Th) des transformations T1, T2... T;, prises dans 
cet ordre, s'obtient en faisant le produit de (1) par (T2), puis le produit de la 
transformation obtenue par (T3) et ainsi de suite. Il est clair, que dans un pro- 
duit de transformations, on peut toujours remplacer deux ou plusieurs transfor- 
mations consécutives par leur produit, ou inversement remplacer une trans- 
formation par un produit équivalent : 


Si LEE Tr 
on a : TX Te X Ts X Ta TXT X Ta 


e 130. Transformations inverses. — Deux transformations (T) et (T”) sont 
dites inverses lorsque leur produit (T X ‘T”) ou (T' X T) est la transformation 
identique. Si, par exemple, la transformation ponctuelle (T) transforme le 
point M en M’, la transformation inverse (T") transforme M' en M. 

Lorsque la transformation (T”) est la transformation (T) elle-même, cette 
dernière est dite réciproque. Dans toute transformation ponctuelle réciproque 
deux points homologues M et M' se transforment l'un en l'autre. D'autre part 
il est clair que le produit de toute transformation réciproque par elle-même est la 
transformation identique. 


DÉPLACEMENTS PLANS 


e 131. Définition. — Considérons deux figures superposables F et F' d'un 
plan P. Si on peut amener la figure F sur la figure F' en faisant glisser le plan P 
sur lui-même, les figures F et F’ sont dites directement égales dans le plan P 
(fig. 123). Dans le cas contraire elles sont dites inversement égales. 

Notons que dans deux figures F et F' directement égales du plan, deux 
segments homologues sont égaux et deux angles orientés homologues sont égaux. 


e 132. Déplacement plan. — On appelle déplacement plan toute 
transformation qui, à une figure quelconque F du plan, fait 
correspondre une figure F' directement égale à la première. 


Un déplacement plan peut être défini, indépendamment de toute notion de 
mouvement, de la façon suivante : 

Considérons dans le plan P deux segments fixes égaux AB et A'B' et un point 
quelconque M (fig. 123). Construisons le point M' tel que : 


(NB? AMP) = (AB.AM) et A'M' = AM. (QU) 
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Le triangle A'B'M' est directement égal au triangle ABM. Il en résulte que 
lorsque M décrit une 
figure quelconque F du 
plan P le point M' décrit 
une figure F”’ directement 
égale à la figure F et dans 
laquelle les points A et 
B' sont respectivement 
les homologues de A et B. 
En effet si on fait glisser 
le plan P sur lui-même 
de façon à amener À’ en 
À et B' en B, tout point 


M de la figure F coïncide Fig. 123. 

avec son homologue M' 

de la figure F”. 

e 133. Corollaires. — 1° Un déplacement plan est déterminé 


lorsque l’on connaît un vecteur AB et son transformé de 
même module A'B'. 

Remarquons qu'il suffit même de connaître la demi-droite Ax et sa transfor- 
mée À'x'. 

20 Un déplacement plan ne peut posséder plus d’un point 
double sans se réduire à la transformation identique. 

En effet si À est en À’ et B en B’, tout point M coïncide avec son homologue 


M’. Donc : 
Deux figures planes directement égales F et F’ coïncident lorsque deux points 
de l’une coïncident avec leurs homologues de la seconde. 


3° Connaissant AB = A'B' on peut également construire l’homologue M, 
d’un point quelconque M non situé sur la droite AB à l’aide des relations : 


(A'B', A'M') = (AB,AM) et (B'A', B'M') = (BA,BM). (2) 


Ces relations (2) sont donc, ainsi que les relations (1) du paragraphe (n° 132) 
suffisantes pour que les triangles ABM et A'B'M' soient directement égaux. 


e 134. Théorème. — Dans tout déplacement plan un vecteur 
donné fait avec son homologue un angle constant appelé 
angle du déplacement. 


Soit M'N’ l’homologue d’un vecteur quelconque MN dans le déplacement 


— 


défini par le vecteur AB et son homologue de même module "AB. D'après la 
définition du déplacement : | ne à ni 
(AB, MN) — (AB, MN) donc (n° 42) : (MN,MN') = (AB,AB). 
L'angle de vecteurs (AB, A'B) = 6 défini à 2kr près peut toujours être 
supposé compris entre — x et + x. 


REMARQUE 4 a) Le produit de deux transformations, encore noté X avec l'écriture 
insolite T XT, lorsque T; est appliquée en premier, et la notion d'inverse ( "réciproque" de 
nos jours) au $130 préparent à la structure de groupe (hors programme). Puis les auteurs 
définissent brièvement les figures directement et inversement égales du plan toujours par le 
mouvement de " superposition", dans la tradition euclidienne. Abruptement, ils commencent 
l'étude générale des déplacements plans sans que l'existence de ces transformations soit 
assurée par des exemples. Cela est rendu possible car ils admettent au $131 que ” si deux 
figures planes sont directement égales les segments homologues sont égaux et les angles 
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orientés homologues sont égaux". De cette façon, ils aboutissent rapidement aux résultats 
déterminants pour la suite exprimés au $133 et $134 du document 4 ci-dessus. 

b) C'est seulement aux paragraphes suivants que seront étudiées les translations et 
rotations planes. Le cours suit un développement économique et simple. 
UNE VARIANTE : certains auteurs pratiquent autrement. Aïnsi dans l'ouvrage "Géométrie 
classe de Mathématique" de "DELTHEIL et CAIRE" : 
(document 5) : Manuel ""DELTHEIL et CAIRE"" : 


ll. Premières notions sur les déplacements. ü 


10. Figures directement égales dans Ile plan. —. Définition. — 
Deux figures du plan ou de l’espace sont égales si l’on peut les {ranspor- 
ter l’une sur l'autre, de manière à les faire coïncider exactement dans 
ioules leurs parlies ; à chaque point M de l’une des figures est ainsi 
associé le point M’ de l’autre avec lequel il vient en coïncidence, et 
que l’on appelle son homologue. | | 


DÉPLACEMENTS 15 


Deux figures égales d’un même plan ont nécessairement leurs élé- 
ments homologues (angles, distances) égaux chacun à chacun ; par 
exemple, deux triangles ont leurs côtés homologues égaux et leurs 
angles homologues égaux. Mais les six conditions ainsi vérifiées ne 
sont pas indépendantes, et l'on peut de plusieurs manières (cas d'éga- 
lité des triangles) grouper trois d’entre elles dont les trois autres, 
et par conséquent l'égalité des triangles envisagés, soient les consé- 
quences. | : 

Soient F, F’ deux figures égales d’un même plan ; considérons-les 
pour un instant comme appartenant à deux plans différents super- 
posés. Elles sont directement égales si l'on peut réaliser leur coïncidence 

‘sans retourner le plan de la figure transportée, ou encore en faisant 
glisser celle-ci d’un mouvement continu sans qu'elle sorte de son plan. 
Elles sont inversement égales dans le cas contraire (Cf. & 53). 

Soient alors À et B deux points déterminés de la figure F, et A’, B° 
leurs homologues respectifs, qui vérifient naturellement la condition 
d'égalité des distances AB et A'‘B’. Nous savons immédiatement 
construire l'homologue M’ d'un point queleonque M de F, car les deux 
triangles ABM, A’B'M’ sont égaux avec le même sens de rotation 
Ainsi : _ 

‘ La position de la figure F”, “directement égale à F mais variable 
dans le plan, est entièrement déterminée par celles de deux de ses 
points. : ‘ 
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12. Notion générale de déplacement. — Tout ce qui précède repose 
sur le postulat fondamental de l'exisience de figures invariables, c'est- 
à-dire de la possibilité du mouvement sans déformation des fieures 
géométriques. 

. Mais la correspondance entre deux figures directement égales dans 
É plan, ou entre deux figures égales dans l’espace, est envisagée en 
Géométrie pour elle-même, d’une manière tout 4 fait indépendante du 
mouvement susceptible de réaliser la coïncidence des deux figures, 

On donne à cette correspondance le nom de déplacement dans le 
plan, ou de déplacement dans l'espace. 

Cette correspondance associe à chaque point M d’une figure un 
point homologue M’ d’une deuxième figure : elle constitue ainsi un 
premier exemple de la notion fondamentale de {ransformation ponc- 
luelle des figures géométriques. L'étude des déplacements, en parti- 
culier la détermination des plus simples d’entre eux, constitue l’un 
des buts essentiels de la Géométrie. 


Rotations : définition 


25. Définition. — Soient donnés dans le plan un point O et un angle 

« défini en grandeur et sens. Si, à chaÿue point M d'une figure F, on 
associe le point M' du plan lel que 

M’ OM’ = OM et que l'angle MOM' soit 

la égal à l'angle «, on dit que la figure F" 
consliluée par l'ensemble des poinis M’ 

esi la transformée de F par la rotation 


M de centre 0 et d'amplitude « (fig. 26). 
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HI. Composition des rotations de centre donné. 


34. Produit de deux rotations de même centre. — Le produit de deux 
rotations de centre O se définit comme le produit de deux transfor- 
mations quelconques. C’est une rotation de même centre, puisque la 
figure initiale F et la figure finale F”’ sont directement égales et que le 
point O de F coïncide avec son homologue 
dans F”’. à 

Observons que, parmi les diverses détermi- 
nations de l’amplitude d’une rotation, une 
seule est comprise entre 0 et 2x; soient oo, 
a’, les déterminations de cette sorte pour les 
amplitudes des rotations composantes R, R’. Fig. 39. 

Le vecteur OÀ étant transformé en OÀ 
par la rotation R d'amplitude «o, et OÂ' transformé en OÀ” par la 
rotation R’ d'amplitude a’, nous voyons sur la figure 39 qu'on passe 


GÉOMÉTRIE — CLASSE DE MATHÉMATIQUES . 8 


34 CHAPITRE PREMIER. — 9* LEÇON 


directement de OÀ à OA” par la rotation de centre O et d'ampli- 


tude &o + %o. 

Mais les expressions générales 
composantes étant a = o + 2 kr, | 
la rotation produit reste bien égale, à 2 kr près, à « + «x. 

_ Ainsi les rotations de centre donné forment un groupe; le produit 
de deux opérations de ce groupe ne dépend pas de l ordre dans pui 
on les effectue ; le groupe comprend bien l'opération unité (Cf. $ 22), 


obtenue lorsque « + « est un multiple pair de r. 


des amplitudes des rotations 
& = œ9 + 2 k'r’, l'amplitude de 


REMARQUE 5. a ) La définition de deux figures égales est toujours obtenue par 
"superposition", les auteurs reprennent la notion de "mouvement" comme en 1902/1905 pour 
définir les figures directement et inversement égales. Cependant, ils prennent la précaution de 
préciser au $ 12 que dans la suite l'utilisation de la notion de "figures égales" se fera sans 
plus aucun recours au " mouvement". Il y a bien là, précisé dans le texte, la volonté de 
rupture que nous avons signalée dès 1927 avec le programme de 1902/1905 inspiré par C. 
Meray. 

b) Puis ils définissent la rotation plane au $25. Dans cette 
définition, qui ne dépend pas du "mouvement" l'angle est donné "en grandeur et en sens". 
C'est l'occasion pour les auteurs, dans les paragraphes suivants non reproduits ici, de préciser 
l'extension de la notion d'angle orienté et leur mesure modulo 7% ou 27. Puis viennent le 
théorème de l'angle inscrit, des problèmes de lieux et des problèmes de construction comme 
"construire un triangle dont les sommets sont sur trois droites parallèles" : toutes ces questions 
précèdent et justifient les généralités sur le produit des rotations. L'enchaînement est 
différent du Lebossé Hémery et illustre le soucis d'une démarche peut être plus exigeante chez 
les auteurs. 

c) Ensuite au $34 ci-dessus , Deltheil et Caire précisent pour 
la 1° fois dans le siècle en ME la notion de groupe de transformations (hors programme en 


PI 


1947) à l'occasion des translations et des rotations planes de même centre. Ceci marque 
l'ambition de ce manuel : une timide référence au programme d'Erlangen de 1871. 


$2 les déplacements de l'espace 
(document 6) : Revenons au " Lebossé Hemery"' ; après avoir orienté l'espace par la règle 
du bonhomme d'Ampère, les auteurs orientent les dièdres et les trièdres ainsi : 
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e 72. Dièdre orienté. — Un demi-plan R issu de l'axe z’z engendre en 
tournant dans un sens déterminé autour de z/z un dièdre orienté (P, Q). La 
mesure algébrique, autour de z’z, du dièdre orienté (P, Q 

s'obtient en affectant la mesure arithmétique du dièdre z 

balayé par le demi-plan R, du signe + ou du signe —-, 
suivant que le demi-plan R a tourné dans le sens direct ou 
dans le sens rétrograde autour de l'axe z'2. 

Inversement deux demi-plans P et Q issus de l'axe 2'z 
définissent une infinité de dièdres orientés (P, Q). En 
effet un demi-plan R initialement confondu avec P, 
tournant dans un sens donné, peut venir s'appliquer sur le 
demi-plan Q et y revenir après avoir décrit un nombre 
entier quelconque de tours supplémentaires. 


e 73. Définition. — On appelle angle orienté 
de deux derni-plans P et Q issus d’un même 
axe z'z l’un quelconque des dièdres dont il 


faut faire tourner, dans un sens donné, la face Fig. 77. 
origine P pour l’amener sur la face extré- 
mité Q 


Soit « la mesure algébrique autour de l'axe z’z de l'un de ces dièdres. 

On démontre comme cela a été fait pour les angles orientés dans le plan 
(n° 37) que les différentes mesures algébriques de l'angle des demi-plans P et Q 
sont données par la formule : 


(P,z'z, Q)=ax+2kx ou P,Q=ae+2kr. 


Soit xOy le rectiligne du dièdre (P, Q). Les différentes mesures algébriques 


ainsi obtenues sont celles de l'angle (Ox, Ou) dans le plan xOy orienté par 
l'axe z'z. La détermination principale de l'angle des demi-plans P etQ est la mesure 
algébrique autour de z'z du dièdre orienté saillant (P, z'z, Q). 


Cette détermination est comprise entre — x et + =. Elle est positive ou 
négative suivant que le sens du dièdre orienté saillant (P, Q) est le sens positif 
ou le sens négatif autour de z’z. 
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e 72. Dièdre orienté. — Un demi-plan KR issu de l'axe z'z engendre en 
tournant dans un sens déterminé autour de z/z un dièdre orienté (P, Q). La 
mesure algébrique, autour de z'z, du dièdre orienté (P, Q) 

s'obtient en affectant la mesure arithmétique du dièdre z 

balayé par le demi-plan R, du signe + ou du signe —, 
suivant que le demi-plan R a tourné dans le sens direct ou 
dans le sens rétrograde autour de l'axe z'z2. 

Inversement deux demi-plans P et Q issus de l'axe z'z 
définissent une infinité de dièdres orientés (P, Q). En 
effet un demi-plan R initialement confondu avec P, 
tournant dans un sens donné, peut venir s'appliquer sur le 
demi-plan Q et y revenir après avoir décrit un nombre 
entier quelconque de tours supplémentaires. 


e 73. Définition. — On appelle angle orienté 
de deux derni-plans P et Q issus d’un même 
axe z'z l’un quelconque des dièdres dont il 


faut faire tourner, dans un sens donné, la face Fig. 77. 
origine P pour l’amener sur la face extré- 
mité Q 


Soit « la mesure algébrique autour de l'axe z'z de l’un de ces dièdres, 

On démontre comme cela a été fait pour les angles orientés dans le plan 
(n° 37) que les différentes mesures algébriques de l'angle des demi-plans P et Q 
sont données par la formule : 


(P,z'z, Q)—a+2kr ou (P,Q)=x+2kr. 


Soit xOy le rectiligne du dièdre (P, Q). Les différentes mesures algébriques 


ainsi obtenues sont celles de l'angle (Oz, Ou) dans le plan xOy orienté par 
l'axe z'z. La détermination principale de l'angle des demi-plans P et Q est la mesure 
algébrique autour de z'z du dièdre orienté saillant (P, z'z, Q). 


Cette détermination est comprise entre — x et + 5. Elle est positive ou 
négative suivant que le sens du dièdre orienté saillant (P, Q) est le sens positif 
ou le sens négatif autour de z’z. 


PUIS LES TRIEDRES 


e 100. Trièdre orienté. — Un trièdre est orienté lorsque ses 
arêtes sont rangées dans un ordre déterminé. 


Dans le trièdre orienté SABC les arêtes sont, par définition, rangées dans 


l'ordre SA, SB, SC. On dit que le trièdre orienté SABC est de sens direct ou de 


sens rétrograde suivant que le dièdre saillant orienté (B, SA, C) est lui-même de 
sens direct ou rétrograde (fig. 105). 


LE 
+ 


Fig. 105. Fig. 106 
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Au sens du trièdre orienté S.ABC correspond un sens de rotation dans le 
plan ABC ou sur le cercle ABC (fig. 106). Pour un observateur placé en S et 
regardant le plan ABC, ce sens est celui des aiguilles d’une montre si le trièdre 
SABC est de sens direct, le sens inverse si le trièdre SABC est de sens rétrograde 


et réciproquement. 


e 101. Propriétés. — 1° Le sens d’un trièdre orienté se conserve 
lorsqu’on permute circulairement ses trois arêtes. 

Les trois trièdres orientés S.ABC, S.BCA et S.CAB sont de même sens 
(fig. 106) car ils correspondent tous trois au même sens de rotation sur le 


cercle ABC. 


ils définissent ensuite l'égalité de deux figures de l'espace 


DÉPLACEMENTS DANS L'ESPACE 


e 169. Figures égales dans l’espace. — Deux figures égales de l'espace 
sont deux figures superposables. Dans deux figures égales F et F”, deux seg- 
ments, deux angles, deux triangles homologues sont égaux. Deux dièdres 
orientés, deux trièdres orientés homologues sont égaux, et par suite de même 
sens. 


e 170. Définition. — On appelle déplacement dans l’espace 

toute transformation ponctuelle qui, à une figure quel- 

conque F, fait correspondre une figure EF” égale à la pre- 

mière. 

Un déplacement dans l’espace peut être défini, indépendamment de toute 
notion de mouvement de la façon suivante : 

Considérons 

(fig. 156) trois 

points fixes non 

alignés À, B, C et 

un triangle A'B'C' 

égal au triangle 

ABC (où À’, B’,C' 


sont respective- 


7 ment les homo- 
logues de A, B 
j . et C). À un point 


quelconque M 
| aisons correspon- 
Fig. 156. dre le point M’ 


tel que : 

1° Les dièdres orientés (C, AB, M) et (C’, A'B', M7) soient égaux. 

29 Les triangles ABM et A'B'M' soient égaux. 

La superposition des triangles égaux ABC et A'B'C' entraîne celle des 
dièdres (C, AB, M) «t (C’, AB", M), puis celle des pomts M et M. Si M 
décrit une figure F de l'espace, son homologue M' décrit une figure F’ qui 
coïncide avec F dans la superposition précédente. La correspondance envi- 
sagée définit donc un déplacement dans lequel A, B, C ont pour homo- 


logues À’, B',C'. 
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REMARQUE 6. Il semble que les auteurs se soient inspirés, pour ces questions, de la 
méthode utilisée par Hadamard dans son ouvrage ” Géométrie dans l'espace" publié en 1902. 
Bien entendu, l'importance des outils nécessaires, dièdres et trièdres orientés, témoigne de la 
complexité croissante de la géométrie dans l'espace au regard de la géométrie plane. L'exposé 
est long, mais le chemin obligé à ce stade, car si l'on veut un exposé rigoureux et concis de 
ces notions, il faut disposer du groupe orthogonal O*de l'espace vectoriel associé. Ce n'est 
pas souhaitable pour des élèves qui n'ont pas encore suffisamment la pratique des figures. On 
verra d'ailleurs que cette méthode conduit souvent à l’un échec en 1972 lors de la période des 
"mathématiques modernes”. Répétons le : l'intérêt de cette méthode au Lycée repose sur 
l'intuition tirée de l'observation des figures conjuguée avec une rigueur adaptée à ce stade de 
l'apprentissage. Voici pour exemple le traitement des rotations dans l’espace. 

Document 7 (Lebossé -Hémer y) 


ROTATION DANS L'ESPACE 


e 177. Définition. — Soit un axe À et un angle orienté 0 défini à 2kT près, 
que nous pourrons donc supposer compris entre — # et x (fig. 159). 


La rotation d’'axe À et d'angle 0 est la transformation ponc- 
tuelle qui, à tout point M de l’espace fait correspondre le point 
M' tel que M et M' aient même projection orthogonale O sur A, 
en soient équidistants et que le dièdre orienté (M, À ,M) ait 
pour valeur ©. 

En abrégé : Rotation (A, 6). 

L'axe À est l'axe de rotation et l'angle 9 est l'angle de rotation. 


Fig. 159. Fig. 160. 


e 178. Propriétés, — 1° L'orientation de À entraîne celle du plan P conte- 
nant MOM' (n° 71). Dans ce plan M' est le transformé de M dans la rotation 
O, 8) car : EE 
(OM,OM') =6 et OM = OM. 
Réciproquement foute rotation (O, 6) dans un plan, orienté P définit une 
rotation (À, 0) dans l' espace autour de la pertendiculaire À en O au plan P. 


2° Tout point de l'axe À est un point double de la rotation. Tout plan P perpen- 
diculaire à l'axe est globalement invariant. Il en est de même de tout cercle 
d'axe À et par suite de toute surface de révolution d'axe A. 
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30 La droite À est l'axe du cercle de centre O passant par M et M. IT 
résulte que : 

Tout point À de l'axe de rotation A est équidistant des deux points homologues M 
et M' et l'axe A est situé dans le plan médiateur du segment M 

4 Le point M est l'homologue de M' dans la rotation (À, —0). La rotation 
n’est donc pas réciproque sau 0—=+T. 

50 Dans le cas: @ — -- *, l'axe À est médiatrice de MM’. Les points 
M et M' sont symétriques par rapport à À (fig. 160) : 

La transformation est la symétrie-droite d’axe À : Symétrie (A). 


Cette transformation réciproque et indépendante de l'orientation de À, 
est également désignée sous le nom de transposition ou demi-tour d'axe À. 


e 179. Théorème. — La rotation dans l’espace est un déplace- 
ment possédant une infinité de points doubles alignés. 


| Considérons trois points fixes distincts (fig. 161), les deux premiers À et B 
situés sur l'axe de rotation À, le troisième C non situé sur À et un point quel- 
conque M de l'espace. Soient À, B, C’, M' les transformés respectifs de À, B, 


C, M dans la rotation (A, 6). 


Fig. 161. Fig. 162. 


Les triangles ABC et ABC ont AB en commun, AC = AC! et BC = BC 
(n° 178, 29). Ils sont donc égaux. Il en est de même des triangles ABM et ABM'. 
Enfin des égalités : 

(C, À,C)— (M, À, M') = 9, on déduit : (C, À, M) = (C, À,M: 

D'où : (C,AB,M) = (C’, AB,M). 

Il en résulte (n° 170) que M' est le transformé de M dans le déplacement 


défini par les triangles égaux ABC et ABC. Dans ce déplacement tous les 
points de la droite AB sont mvariants. 


REMARQUE 7. 


L'exposé est grandement facilité par l'adoption comme une évidence, au $ 169 ci-dessus, de 
l'égalité des segments, des angles, des triangles, des dièdres et trièdres orientés Do noIes tes 
qui se correspondent dans deux figures égales de l'espace. Les définitions sont clairement 
posées, les démonstrations (par exemple celle du théorème 179) sont accessibles et rendues 
rigoureuses par la considération des dièdres orientés égaux. Notons que les auteurs ne mettent 
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pas en exergue ni l'invariant de la distance ni la structure du groupe des déplacements de 
l'espace ou des isométries comme cela est réalisé dans l'ouvrage DELTHEIL CAIRE. 

Le Lebossé-Hemery se poursuit par un développement complet sur les "produits" de 
déplacements et parvient à les classer tous. 

Enfin les symétries points ou plans aboutissent a la notion de "figures symétriques" 
(Document 8) : Lebossé Hémery (1961) 


COMPARAISON DES DIVERSES SYMÉTRIES 


e 202. Théorème fondamental. — Le produit de la symétrie par 
rapport à un plan P et de la symétrie par rapport à un point O 
de ce plan est la symétrie par rapport à la droite À perpendicu- 
laire en O au plan P. 


e 204. Théorème. — Les figures symétriques d’une figure donnée 
par rapport à un point et par rapport à un plan quelconques de 
l’espace sont égales. 


Toutes les figures symétriques de la figure F par rapport aux différents points 
de l’espace étant égales entre elles (n° 194) on peut choisir le centre de symétrie O 
dans le plan de symétrie P. Soient F; et F, les transformées de la figure F dans la 
symétrie-plan P et dans la symétrie-point O. La figure F3 est la transformée de 
F; dans le produit de ces deux symétries, c’est-à-dire (n° 202) dans la symétrie 
par rapport à la droite À perpendiculaire en O au plan P. Les figures F; et F: 
sont donc égales. 


e 205. Figures symétriques. — Deux figures F et F’ de l’espace 
sont dites symétriques lorsque l’une d'elles est égale à la 
transformée de l’autre dans une symétrie-plan ou une symé- 
trie-point. 

Le centre ou le plan de la symétrie est indifférent (n° 204). 

Toutes les figures symétriques d'une figure donnée sont égales. Dans deux figures 
symétriques Fet F' deux segments, deux triangles, deux angles homologues sont 
égaux. Par contre deux dièdres orientés homologues sont opposés et deux triè- 
dres homologues sont de sens contraires. 


e 206. Théorèmes. — [° Deux polygones plans symétriques sont 
équivalents. 


Un polygone plan est invariant dans la symétrie par rapport à son plan. Deux 
polygones symétriques sont égaux et ont par conséquent même aire. 


2 Deux polyèdres symé- 
triques ont même volume. 

La symétrique d'une pyramide 
par rapport au plan de sa base 
(fig. 181) est une pyramide de 
même base B et de même hauteur h. 
Elle est donc équivalente à la pre- 
mière et deux pyramides symétri- 
ques quelconques sont donc équi- 


valentes. ; 
“ Deux polyèdres symétriques P 
Fig. 181. et P’ peuvent être décomposés en 


| pyramides homologues symétriques 
et équivalentes. Ilen résulte que deux polyèdres symétriques sont équivalents 


REMARQUE 8. Les antidéplacements de l'espace sont réduits aux symétries plans et 
symétries points. Les figurent homologues dans une symétrie plan ou une symétrie point de 
l'espace sont dites "symétriques" ($205), le terme d'antidéplacement est à cette époque écarté. 
Bien que les auteurs précisent que toutes les figures symétriques à une figure F sont égales, la 
propriété de conservation de la distance n'est pas dégagée pour les symétries. Au $206, Ils 
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précisent (figure 181 ) que le symétrique d'une pyramide est une pyramide équivalente (ayant 
même volume) alors que les faces sont égales deux à deux. Il n'est pas question ici de prouver 
que deux points quelconques M et N de la pyramide SABC ayant pour homologues M' et N' 
dans la pyramide S,ABC sont tels que MN = M'N. Dégager les invariants des groupes des 
isométries n'est pas encore l'ambition du programme de 47. 


V Extraits du cours construits à partir de la division harmonique : $ III du programme 


$1 Divisions et faisceau harmoniques. (Document 9) Lebossé Hémery. édition 1963 


e 257. Définition. — Deux points C et D sont conjugués harmoni- 


ques par rapport aux points À et B s’ils divisent le vecteur AB 
dans le même rapport arithmétique. … 


On dit aussi que C et D divisent harmoniquement le vecteur AB (fig. 227), 


A 6 B D 
Gt — QT 
0 I J # 
Fig. 297. 


Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit 1 1 
ou que les quatre points aligné 
vérifient l'une des relations suivantes : \ Poe 


CA _ DA CG. DA nn — 
CB —“ DE U): CÈ DE @); AC. BD + AD. BC = 0 G3): 
. CA, DA | CÀ ___ DÀ 
uen ee DE — 1  (d); ou a = DE (5). 
Étant donné un point C de la droite AB, on pourra toujours construire son 
conjugué D par rapport à A et B, sauf si ce = — |, c'est dire si le point C est le 
milieu de AB (n° 15), 


e 258. Division harmonique. — Si les points Cet D sont conjugués 
harmoniques Par rapport à À et B, les points À et B sont 
conjugués harmoniques par rapport à C et D. L'ensemble des 
quatre points À, B, C, D, constitue la division harmonique 


(ABCD) 


Les relations (1) et (2) s’écrivent en effet : 


Dans une division harmoni AB : 
pee que (ABCD) on peut écha 
unsi que les deux couples AB et CD. ; nger À et Bou Cet D 
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e 259. Exemples. — !° Les pieds des bissectrices AD et AE du triangle ABC 


divisent harmoniquement le côté BC. 


On sait que (fig. 228) : SC E Fe En ic 


A 
: 0 G «w H 
EE | 
B_ D Fe E 


Fig. 228. Fig. 229. 


29 Les centres d'homothétie 1 et J de deux cercles (ou de deux sphères) divisent 
harmoniquement le segment qui joint leurs centres O et O’. 


10’ JO’ _R' 
0 ’ Don Las Re 
En effet (n 220) ; IO ] 0 R 
30 La division (GHOo) de la droite d’Euler du triangle ABC est une division 
harmonique. 
Go Ho | d 
: a mu 228 
On a (fig 229) ee HO 2 (n ) 
REMARQUE 9. 


Au $ 260 le birapport est défini ; l'allusion au point à l'infini de la droite montre la relation 
étroite dans ce cours entre la division harmonique et la géométrie projective dont elle est un 
invariant, comme un birapport. | étant le milieu de [AB], les auteurs précisent alors que 
(ABlec) = -1. Puis ils donnent les critères suivants portant sur les abscisses des points pour 
que (ABCD)= -1. 


(a+b(c+d)=2(ab+cd) et 


2%. 1 £ 1 
AB AC AD 
Comme lors du programme de 1902/1905 la prise en compte de la géométrie projective et les 
découvertes du XIX° siècle en géométrie est toujours présente.(voir au Chapitre I les travaux 
de Monge, Poncelet et Chasles sans être exhaustif). 


IA =IB =IC.ID 
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(Document 10) Lebossé Héméry ( dernière édition 1963) 


FAISCEAU HARMONIQUE 


e 264. Définition. — On appelle faisceau harmonique l’ensem- 
ble des quatre droites joignant un point donné O aux quatre 
points d’une division harmonique ABCD. 


Si (ABCD) = — 1, les quatre droites OA, OB, OC, OD prises dans cet ordre 
(fig. 230) sont les rayons du faisceau harmonique O (ABCD). Les rayons OA et 

B sont conjugués par rapport aux rayons OC et OD, et les rayons OC et OD 
sont conjugués par rapport aux rayons OA et OB. 


e 265. Théorème fondamental, — . Un faisceau harmonique 


détermine une division harmonique sur toute sécante aux 
quatre rayons. 


Considérons (fg. 231) un faisceau de quatre droites’issues du point O et cou- 
pées respectivement en À, B, C, D par la sécante A, en AÀ’,B', C'’, D’ par la 


Fig. 230. Fig. 231. 


sécante A". Les parallèles au rayon OA issues de B et de B’ coupent le rayon OC 
en M et M, le rayon OD en N et N°. 

L'homothétie des triangles CAO et CBM d’une part, puis celle des triangles 
DAO et DBN d'autre part donnent : 


CA _ AO et DA _ AO On en déduit : CA, DA _ BN 
CB BM DB BN © CB DB BM 
Donc : (ABCD) — EN (1). De même (A'B'C'D') — _ (2) 
Les deux divisions MBN et M'B'N' étant homothétiques par rapport à O : 

BN _B'N' : 

Sn dr A D = Dent . 

EM EN et par suite  (ABCD) = (A'BC'D) G) 

REMARQUE 10. 


Après avoir démontré le corollaire I qui énonce : "il faut et il suffit que trois droites 
concourantes déterminent sur la quatrième des segments égaux pour que le faisceau soit 
harmonique", les auteurs précisent, toujours comme conséquence du théorème fondamental 
265, que la division harmonique et le birapport se conservent en projection centrale. Après 
avoir considéré le cas des faisceaux de droites parallèles, le manuel donne les exemples 
classiques suivants ( fig 234 et 235): 
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Fig. 234. Fig. 235. 


3 Deux droites données et les deux droites lieu des points 
dont le rapport des distances aux deux premières est égal au 
nombre arithmétique k. 


(Document 11) : Lebossé Hémery. Applications de la division harmonique. 


POLAIRE D’UN POINT 
PAR RAPPORT A DEUX DROITES 


e 275. Définition. — Deux points M et P sont dits conjugués par rapport aux 
deux droites données À et A' si la droite MP coupe A et A’ en deux points À et 
conjugués harmoniques par rapport à M et P (fig. 237 et 238). La condition pour 
qu'il en soit ainsi s'écrit donc : (ABMP) = — 1. 


A\ DJ JA ,/D’ D’ 


Fig. 287. Fig. 238, 
_ Si MP est parallèle à A’ par exemple la condition (A MP) = — | donne 
AM + AP = 0, et le point À est le milieu de MP. 
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e 276. Théorème. — Le lieu géométrique des conjugués d’un 
point fixe P par rapport à deux droites données À et À' est une 
droite D appelée polaire de P par rapport à A et 1’. 


Supposons d’abord que A et À’ sont deux droites concourantes Ox et Oy 
(fig. 237). Pour que M soit conjugué de P il faut et il suffit que le faisceau 
O (xyPM) soit harmonique. Les trois premiers rayons étant fixes 1l en est de 
même du quatrième (n° 269) qui constitue le lieu D de M. 

Si A et À’ sont parallèles (fig. 238), les droites D’ et D issues de P et M et 
parallèles à À et A’ forment avec elles un faisceau harmonique de parallèles 
(AA'D'D) dont les trois premiers rayons sont fixes. Le lieu du point M est le 
quatrième rayon D. | 


e 271. Propriétés de la polaire. — 1° La polaire d'un point P par rapport 
à deux droites concourantes Ox et Oy est issue du point O commun à ces deux 
droites. La polaire d'un point P par rapport à deux droites parallèles est parallèle 
à ces deux droites. 


20 Tous les points de OP (ou de D’) ont même polaire par rapport aux droites 
concourantes Ox et Oy (ou parallèles À et A). 


30 Si la polaire de P passe par M, inversement la polaire de M passe par P. 
milieux respectifs de CC' et BB’, bases du trapèze BB'CC'. Notons également 
que la parallèle aux bases issue de A’, coupe les côtés BC’ et B'C en M et N tels 
que : AM = A'N, (BC'AM) = — 1 et (BC AN) = — 1, car MN est la 
polaire de À par rapport aux droites BB’ et CC’. 


PUIS LE THEOREME DE CEVA 


e 280. Théorème de Céva. — Pour que trois droites issues des 
sommets ÀB,C, d’un triangle soient concourantes it faut et 
il suffit qu’elles coupent les côtés opposés en trois points 
«, 8, y vérifiant la relation : 


«B FC vÀ _ _, () 
axC BA YB 
Soit Ï e point commun à BB et CY (fig. 239) et &’ le point commun à BC et By. D'après 
le théorème de Ménélaüs : _ . n . Es — ] (2). Pour que Àx passe par Lil faut et il 
suffit que A% soit la polaire de &’ par rapport à AB et AC donc que : es + 
œ'C a«C 


ce qui avec la relation (2) donne la condition (1) annoncée. 


Fig. 239. Fig. 240. 
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e 281. Théorème. — Chaque diagonale d’un quadrilatère com- 
plet est divisée harmoniquement par les deux autres. 


Soit un quadrilatère complet ABCA'B'C' obtenu en coupant les trois côtés 
du triangle ABC par la transversale A'B'C' (fig. 240). La droite AA'JK est la 
polaire de I par rapport aux droites ABC’ et AB'C, ce qui montre que les divi- 
sions (BB'IK) et (CC'IJ) sont harmoniques. D'autre part A’ est un point de la 
polaire de À par rapport aux droites IBB et ICC”’. La division AA'JK est har- 
monique, 


e 282. Corollaire. — Dans tout trapèze les milieux des deux 
bases divisent harmoniquement le segment qui joint le point 
d'intersection des diagonales et le point d’intersection des 
côtés non parallèles. 


Fig. 241. Fig, 242, 


| Si les diagonales BB’ et CC' du quadrilatère complet ABCA'B'C' sont paral- 
lèles, le point Ï est rejeté à l'infini. Les points J et K (fig. 241} sont alors les 


e 283. Faisceau harmonique de plans. — On appelle ainsi (fig. 242) l'en- 
semble de quatre plans P, Q, RS, parallèles ou issus d'une même droite A et 
passant respectivement par les quatre points d'une division harmonique (ABCD). 
On démontre par projection orthogonale sur un plan 7 perpendiculaire à ces 
quatre plans, que : 

19 Un faisceau harmonique de plans découpe une division harmonique sur toute 
sécante à et découpe un faisceau harmonique sur tout plan sécant. 


2° Si les deux plans conjugués R et S sont rectangulaires, ils sont les plans bissec- 
teurs du dièdre (P, Q) formé par les deux autres. 

30 Le lieu géométrique du conjugué M' d'un point M par rapport à deux plans 
donnés P et Q est un plan S conjugué par rapport à P et Q du plan R du même faisceau 
passant par M. 

ExeMpPLe. — Les deux faces ABC et ABD 
du tétraèdre ABCD et les deux bissecteurs ABI et 
ABJ du dièdre d’arête AB forment un faisceau 
harmonique de plans. 

En projetant sur un plan perpendiculaire à AB 
on voit, en désignant par CH et DK les hauteurs 


des triangles ABC et ABD, que l’on a : 
IC _ JC. HC _ aire (ABC) 
ID JD KD  aire(ABD) 
Les points Î et J divisent donc l’arête CD dans 
le rapport des aires des faces issues de AB. 
Si les faces ABC et ABD sont équivalentes le 
point I est le milieu de CD; le point J est rejeté à l'infini et le bissecteur extérieur du 


dièdre AB est parallèle à CD. 
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REMARQUE 11. Notons que les auteurs précisent que la projection centrale et la projection 
parallèle, dans les paragraphes 267 et 268 non reproduits ici, conservent la division 
harmonique et même le birapport. Commentons le théorème du $281. Par construction la 
polaire du point I ($ 278 ci-dessus) par rapport aux deux droites sécantes (AC) et (AC) est la 
droite (AA") ; par suite les divisions (BB'IK) et (CC'IJ) sont harmoniques. De même par 
construction (1A') est la polaire de A par rapport aux droites (IC) et (1B) ; donc le faisceau 
(IA, IA, IC, IB) est harmonique et par suite la sécante (AA") donne la division harmonique 
(AA'JK) sur la figure 240. 

Pour le corollaire $282, (figure 241) les auteurs introduisent sommairement le point à l'infini 
d'une direction de droite du plan, sans formaliser cette définition de géométrie projective. 
Rappelons qu'un point à l'infini est une direction de droite du plan, et la droite de l'infini et 
l'ensemble de ces directions. 

Précisons que la figure 241 est la même figure qu'au $281 (figure 240) mais avec (BB et 
(CC') parallèles. On envoie I à l'infini, c'est à dire le point I est devenu le point à l'infini de la 
direction Ô des droites parallèles à (BB'), notons ce point co. Par construction, la polaire de 
co, par rapport à (AB) et (AC) est la droite (AA), par suite (BB'Kcc,)= -1 avec K milieu de 
[BB'T et (CC'Jco,) = -1 avec J milieu de [CC]. Egalement par construction (MN) est la 
polaire de A par rapport aux droites (BB") et (CC) et la division (AA'KJ) est harmonique ; de 
plus le point co,€ (MN) donc (MNA'co,) = -I et A'est milieu de [MN]. Ces deux exemples 
de démonstration montrent aux élèves comment traiter le même problème dans deux cas de 
figures différents et utiliser la figure qui donne la démonstration la plus simple. Nous ferons la 
même constatation dans la suite avec la transformation par polaire réciproque par rapport à 
un cercle. Bien que supprimée en 1925, la géométrie projective dans un plan euclidien 
complété par la droite de l'infini est sous jacente dans ce cours par l'utilisation empirique de 
point à l'infini. La division harmonique, un invariant de la géométrie projective, est à la base 
des démonstrations, cependant la méthode euclidienne demeure car les démonstrations sont 
basées sur le recours à l'intuition des figures du plan ou de l'espace. 
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VI Puissance d'un point par rapport à un cercle. Faisceaux de cercles. 
(document 12) Lebossé- Hémery. 


PUISSANCE PAR RAPPORT A UN CERCLE 
e 284. Théorème. — Lorsqu'une sécante variable issue d’un point 
fixe M coupe un cercle donné en À et B, le produit MA.MB 
est un nombre constant appelé puissance du point M par 
rapport à ce cercle. 


Soit I le milieu de AB et désignons par R le rayon du cercle O donné et par d 
la distance OM (fig. 244 et 245), Nous avons : 


MA .MB = (MI + IA) (MI + 1B) = (MI + IA) (MI —IA) = ME — 


IA. 


Fig. 244. Fig. 245. 


Les triangles OIM et OIA étant rectangles en I on obtient : 
MA. MB = (OM? — Of?) — (OA! — OI?) — OM? — OA?= d?— R?. 


cu valeur constante du produit MA.MB est représentée par le symbole 


æ (M 
| LM) = d? — R?. | 


e 285. Propriétés de la puissance, — 1° Désignons par A’ le point diamé- 
tralement opposé au au point À sur le cercle O. L'angle ABA' étant droit, le pro- 


duit scalaire MA . MA' est égal à MA . MB (n° 78) : 


Fe (M) = MA. MA. 


La puissance du point M par rapport au cercle À est le produit scalaire des vec- 
teurs joignant le point M à deux points diamétralement opposés sur ce cercle. 


) 


(2) 


On retrouve aisément ©, (M) car : 
MA. MA' — (MO + OÀ) (M — OÀ)= MO? — OÀ? (n° 80). 
20 Si on mène deux sécantes MAB et MCD au cercle O on a (fig. 246 et 247) : 
&,(M) = MA.MB = MC.MD. G) 
Si le point M est extérieur (fig. 245) on a, en désignant par MT une tangente : 
&(M) = MT? = MA.ME. (@) 


Si le point M est intérieur (fig. 244) on a, en désignant par UV la corde per- 
pendiculaire à OM : Æ,(M) = — MU. 6) 


D 


Fig. 248. 


Fig. 246. 


Fig. 247. 


30 Pour que la puissance ‘ (M) soit positive, nulle ou négative, il faut et il 
suffit que d soit supérieur, égal ou inférieur à R, donc que M soit extérieur, sur 
le cercle ou intérieur au cercle O. Le minimum de €, (M) est atteint lorsque M 
est en O : 2,(0) = — R?. 

Le Lee des points M tels que D = k est le cercle de centre O tel que 
OM — R° = k. Donc de rayon VR? + 


4 Si : rayon R du cercle O devient . dit qu'on a affaire au cercle point 
O et la puissance ,(M) est alors égale à MO?. 


AXE RADICAL DE DEUX CERCLES. 


e 287. Théorème. — Le lieu géométrique des points qui ont 
même puissance par rapport à deux cercles donnés est une 
droite À, perpendiculaire à la droite des centres, appelée axe 
radical des deux cercles. 


Pour que le point M ait même puissance par rapport aux deux cercles O(R) 


et O'(R'), il faut et il suffit que (fig. 249) 
(Q) 


MO —R?= MO?—R? où MO?— MO? —R?—R? 


En désignant par I le milieu de OO’, le lieu de M est donc (n° 89) une droite 


@) 


À perpendiculaire à la droite OO’ au point H défini par la relation : 
200'.IH = R?—R°?. 


Fig. 249. 


Fig. 250. 


Si R = R' l'axe radical À est la médiatrice de OO’. Si R' = 0, la droite : 
est l'axe radical du cercle O(R) et du cercle-point O”’. 

Notons que si O’ vient se confondre avec O et si R' :< R, l'axe radical e: 
rejeté à l'infini. 


e 288. Propriétés de l’axe radical. — 1° L’axe radical de deu: 
cercles passe par tout point commun aux deux cercles. 


al 


Fig. 251. Fig. 252. 


Fig. 253. 


Les puissances d'un tel point par rapport aux deux cercles étant nulles, elles 
sont donc égales. L’axe radical de deux cercles sécants (fig. 250) est par suite le 


support de leur corde commune et l'axe radical de deux cercles tangents 
(Gg. 252 et 253) est leur tangente commune. L’axe radical de deux cercles inté- 
rieurs ou extérieurs est obligatoirement extérieur aux deux cercles (Ge. 249 et 
251) car s’il coupait l’un d’eux en un point il couperait l'autre au même point. 


2° Précisons la position de À A dans Je cas où R >> R'. La relation (2) montre 


que dans ce cas les vecteurs OO” et IEÏ sont de même sens. Le point H appartient 
à la demi-droite 10’ et HO => HO’. Lo sat HO + R > HO' + R' donc 
(fg. 249) : HB > HD. La relation HA .H . HD entraîne alors : HA< HC. 


La droite A est donc plus proche du cercle re que HE cercle 0". 


3° La portion de l’axe radical, extérieure aux deux cercles, 
est le lieu des points d’où on peut leur mener des tangentes 
égales. 

En effet pour que l'on ait MT = MT" (fig. 250) il faut et il suffit que M ait 
même puissance positive par rapport aux cercles O et O”. Il en résulte que l'axe 
re de deux cercles passe par le milieu de toute tangente commume à ces deux 
cercles. 
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e 293. Utilisation de la puissance. — 1° Les considérations de puissance 
permettent souvent d'établir des relations métriques dans des figures où inter- 
viennent des cercles. 

2° Pour démontrer que trois points «, 8, y sont alignés il suffit de montrer 

q P g 
que chacun de ces points a même puissance par rapport à deux cercles de la 
figure. Car s’il en est ainsi «, 8 et Y appartiennent à l'axe radical de ces deux 
cercles, ; 

30 Si (fig. 257) deux points distincts « et 8 ont chacun même puissance par 
rapport à trois cercles O, O' et O”, ces trois cercles admettent un axe radical 
«8 (n° 289). Il en résulte que : 

a) Les points O, O’ et O’’ sont alignés sur une perpendiculaire à af. 

b) Tout point Y de la droite *B a même puissance par rapport aux trois 


cercles O, O' et O0”. 


Fig. 257. Fig. 258. 


e 294. Relations dans le quadrangle orthocentrique. — Considérons 
(fig. 258) un triangle ABC, d'orthocentre H et désignons par A’, B’, C' les 
pieds des hauteurs AH, BH et CH et par À, B, et CG les intersections de ces 
hauteurs avec le cercle ABC. 

19 Des relations : A’A, — — A'H et A'B.A'C = A'A./A'AÀ, on dé- 
duit que : 


AB . AC = — A'A.AH (D 


Il y a deux autres relations analogues avec B' et C. 


20 Des relations telles que : HA . HA, — HB . HB, — HC.HC, et 


HA, = 2 HA' on déduit que : 
HA . HA' = HB. HB' = HC.HC (2) 


2 


Ces relations résultent aussi du fait que H est le centre radical des trois 


cercles BCB'C', CAC'A' et ABA'B’. 


30 En échangeant les rôles de H et A dans le quadrangle ABCH on 
obtient : 


AA’. AH = AB. AC' = AC. AB 6) 


qui résultent aussi du fait que À est le centre radical des cercles BCB'C’, BHA'C’ 
et CHA'B’. 


e 295. Application. — Les orthocentres des quatre triangles 
d’un quadrilatère complet sont alignés sur une droite À. Les 
milieux des diagonales de ce quadrilatère complet sont ali- 
gnés sur une droite A perpendiculaire à la précédente. 


Les cercles de centres O, O’ et O!’ ayant pour diamètres les diagonales AD, BE et CF 
du quadrilatère complet ABCDEF (fig. 259) passent par les pieds des hauteurs AA, 
BB! et CC’ du triangle ABC. 
L'orthocentre H du triangle ABC 


vérifiant les relations HA.HA = 
HB . HB = HC.HC' a donc 


même puissance par rapport aux 
trois cercles. Il est de même de 
J,K, L orthocentres respectifs des 
triangles AEF, DBF et DEC. 

Les quatre points H, J, K, L 
sont donc (n° 293) alignés sur 
l'axe radical À des trois cercles 
O, O' et O'' et les centres de ces 
cercles sont alignés sur une droite 
A’ perpendiculaire à À. 


REMARQUE. — On voit que la 
- droite À est la droite de Steiner 
Fig. 259. commune du point d'intersection © 


des cercles ABC, AEF, DBF et 
DEC (n° 165) par rapport aux triangles correspondants. 


REMARQUE12. 

L'utilisation du produit scalaire simplifie l'écriture de la puissance d'un point par rapport à un 
cercle. De nouvelles méthodes de démonstrations sont mises en place à partir des notions de 
puissance et d'axe radical. Ces démonstrations reposent souvent sur deux propriétés. La 
première s'exprime ainsi : "Si plusieurs points ont même puissance par rapport à deux 
cercles donnés, ils sont alignés sur leur axe radical". La seconde dit que : " Si deux points 
distincts a et b ont même puissance par rapport à trois cercles donnés de centres respectifs 
O, O' et O" alors les centres sont alignés et les cercles appartiennent à un même faisceau 
d'axe radical (ab).". L'application décrite au $295 montre la pertinence de l'outil : les points 
H, I, J et K respectivement orthocentres des triangle ABC, AEF, DBE, et DEC (fig 259) ayant 
même puissance par rapport aux cercles O, O' et O"sont alignés sur l'axe radical Ades trois 


cercles. Par suite ces trois cercles ont la même ligne des centres A orthogonale à A et 
passant par O, O'et O". 
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Enfin sont définis les faisceaux de cercles. Document 13 (Lebossé-Hémer y) 


FAISCEAUX DE CERCLES 


e 313. Définition. — On appelle faisceau de cercles toute 
famille de cercles admettant deux à deux le même axe 
radical A. 


Il en est ainsi, par exemple, des cercles passant par deux points fixes À et B 
ou (fig. 269) des cercles orthogonaux à deux cercles fixes (n° 311). 

Nous allons montrer qu'un faisceau est défini lorsque l'on connaît un cer- 
cle O(R) de ce faisceau et l'axe radical commun A et par suite lorsque l’on con- 
naît deux éléments O(R) et O'(R') du faisceau. Comme À est l'axe radical du 
cercle O et d’un cercle quelconque O' du faisceau il en résulte que OO" est 
perpendiculaire à A. Donc : 


Les centres des cercles d’un faisceau sont alignés sur une 
perpendiculaire à l’axe radical À du faisceau. 


Étudions les différents genres de faisceaux suivant la position relative du 
cercle O et de la droite À donnés. 


e 314. 17 Cas. Faisceau de cercles sécants. — Si le cercle O coupe la 
droite À (fig. 271) en À et B, il en est de même de tout cercle O’ du faisceau 
(n° 288, 1°). Les points fixes À et B : 


sont les points de base du faisceau. 


Les cercles du faisceau 
sont les cercles passant par 
les points de base A et B. 


Il existe un cercle du faisceau et 
un seul admettant pour centre un 
point donné O' de la droite des 
centres Hx, médiatrice de AB. Le 
rayon O'À de ce cercle est au moins 
égal à HA. Notons que : 

Tout cercle du faisceau de points de 
base À et B est un lieu de points ME tels 
que (MA , MB) = 6 + kr (6 donné.) Fig. 271. 
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» 315. 2° Cas. Faisceau de cercles tangents. — Si le cercle O est tangent 
in À à À (fig. 272), il en est de même de tout cercle du faisceau (n° 288, 19) : 


Les cercles du faisceau sont les cercles tangents en À à À, 


Il existe un cercle et un seul admettant pour centre un point donné de la 
droite des centres Ax. Son rayon O’A devient nul lorsque O' vient en À : 


Le cercle-point À fait partie du faisceau (O, A). 


Fig. 272. 


« 316. 3° Cas. Faisceau de cercles à points-limites. — Si le cercle O est 
extérieur à la droite À (fig. 273), la projection H de O sur À a une puissance 
constante positive 6° par rapport à tout cercle du faisceau. Un cercle du fais- 
ceau est donc caractérisé par le fait d'être centré sur la perpendiculaire Hx à À 
(n° 313) et d’être orthogonal au cercle H(p}). Soit I] le diamètre du cercle H(e) 


porté par la droite Hx. Tout point O’ de la droite Hx, extérieur au segment I] 


est le centre d'un cercle du faisceau dont le rayon R' — VO'T.O'] est égal à 
la tangente O'T au cercle He). Lorsque O' vient en I ou J, ce rayon s’annule : 


Les cercles points let J font partie du faisceau et se nomment 
points de Poncelet ou points-limites du faisceau. 


Soit «8 le diamètre du cercle O’ porté par la droite Hx. La relation : 


HE = HF — He.H8 montre que (LJeB) = — ! : 

Les cercles du faisceau sont les cercles qui admettent pour 
extrémités d’un diamètre deux points divisant harmonique- 
ment le segment I]. 

Pour tout point M du cercle O’ de diamètre «6, on a (n° 272) la relation : 
MI ol _ 8 E | 
MI co 6J 

Tout cercle du faisceau est un lieu de points M dont le rapport des distances aux 
points limites est constant. 


e 317. Théorème général. — Dans un faisceau de cercles il existe 
un cercle et un seul passant par un point donné M du plan. 


C'est le cercle ABM dans le cas d’un faisceau à points de base A et B (fig. 271), 


le cercle centré sur la médiatrice de AM et tangent en À à À dans le cas d'un 
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tout cercle O du faisceau (F) est orthogonal à chacun des cercles du faisceau (®) : 
deux faisceaux réciproques (F) et (®) sont dits orthogonaux ou conjugués ; 
la droïte des centres de l'un est l’axe radical de l'autre. 


Fig. 276. 


e 322. Propriétés. — l° Lorsque deux faisceaux de cercles sont 
orthogonaux les points de base de l’un sont les points-limites 
de l’autre. 


Si un faisceau (F) admet I et ] pour points limites (fig. 276), tous les cercles 
du faisceau conjugué (®) sont orthogonaux aux cercles points Î et J. Le fais- 
ceau (2) admet donc 1 et J pour points de base. 

i un faisceau (®) admet Î et J pour points de base, les cercles points I et J] 
in partie du faisceau conjugué (F). Celui-ci admet donc Î et J pour points 
imites. 


2° Le faisceau (F) des cercles tangents en À à À est ortho- 
gonal au faisceau (®) des cercles tangents en À à la perpenr- 
diculaire A à A. 

Tout cercle w (fig. 277) orthogonal aux cercles O tangents en À à A, à pour 
centre un point & de À et pour rayon &A, Il est donc tangent en À à A’. 


3° Le faisceau singulier des cercles de centre O est ortho- 
gonal au faisceau des droites issues de 0. 


Ce cas (fig. 275) peut être regardé comme celui d'un faisceau à points limites 
lorsque l’un de ces points limites s'éloigne indéfiniment. 


e  Donnons ici également une application : 


ê 1 t à une 
e 324. Problème I. — Construire un cercle tangen 
droite donnée À et passant par deux points donnés À et B. 


Tout cercle w tangent en M à À et passant par A et B (fig. 280) appartient 


au faisceau de points de base A et B. Le point M appartient par suite au cercle 


du faisceau conjugué de points limites À et B, orthogonal à A. Le centre 


de ce cercle est l'intersection I de A et de AB. Son rayon VIA. E est égal à la 
tangente IT menée de à un cercle quelconque passant par À et 


Fig. 280. HIEX SEE 


Réciproquement si M et M sont les intersections de À par le cercle Ï IE 
cercles ABM et ABM' orthogonaux en M et M' au cercle 1 sont tangents à À. 
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REMARQUE 13. 

Notons que les faisceaux de cercles et de droites sont également des invariants en géométrie 
projective, eux aussi donnent accès à des méthodes de démonstration ou de construction. 
Dans l'exemple choisi ci-dessus ($324), les faisceaux orthogonaux (ou conjugués) donnent la 
clé de la solution. En effet, supposons la construction réalisée fig 280 et analysons le 
problème : le ou les cercles solutions appartiennent au faisceau à points de bases A et B ; si le 
ou les points de contacts avec la droite À sont M et M', le cercle ( C ) de diamètre [MM] est 
orthogonal par construction aux cercles solutions donc appartient au faisceau conjugué à 
points limites A et B dont la ligne des centres est (AB), il est nécessairement centré sur les 
droites (AB) et A. La synthèse commence par la construction de I. Si (AB) est parallèle à A 
(fig 281), I est le point à l'infini de À, alors le cercle orthogonal devient l'axe radical du 
faisceau à point limite À et B donc médiatrice de [AB] passant par M, il y a une solution 
unique ou pas de solution si MA n'est pas égal à MB. Si I existe (fig280), il vient 
IM=M'=IT. Ici T est le point de contact de la tangente issue de I à un cercle quelconque du 
faisceau à points de base A et B. Il y a dans ce cas toujours deux solutions. 

VII Polarité par rapport à un cercle (document 14). Lebossé Hémer y) 


POLARITÉ PAR RAPPORT A UN CERCLE 


e 335. Points conjugués par rapport à un cercle. — Deux points Met 
P sont dits conjugués par rapport à un cercle O, lorsqu a son 
conjugués harmoniques par rapport aux points À et B où la 
droite MP coupe ce cerle. | - 
Or, pour que la division (ABMP) soit harmonique (fig. 290), i se é : 
suffit (n° 307) que le cercle de diamètre MP soit orthogonal au cercle O. Cette 
propriété caractéristique permet d étendre la notion de points “ones si 
rapport à un cercle O, lorsque la droite qui les joint ne coupe pas le cercle ©. 
où la définition plus générale (fig. 291) : 


Fig. 290. Fig 291. 


e 336. Définition. — On dit que deux points Met P sont conjugués 
par rapport au cercle O lorsque le cercle de diamètre MP est 
orthogonal au cercle O. =. 

La condition d'orthogonalité du cercle O (R} et du cercle « de diamètre MP 
s'écrit (n° 306) : La (0) = R?. La projection H du point M sur la droite OP 


étant située sur le cercle on obtient la relation : OH.OP = R°| (1) 


Le se SE AT on 2 . 
Notons que cette condition s'écrit également : OM.OP = R: (2) 


: ire d’un point. — Le lieu des conjugués d’un point P 
A no nule O est une droite À perpendiculaire à 
OP, appelée polaire du point P par rapport au cercle O. Le 
Pour qu'un point M soit conjugué du point fixe P il faut et il suffit qu il se 
projette sur la droite OP au point fixe H tel que OH.OP = R°. Le lieu du point M 
est donc la droite À perpendiculaire en H à OP (fig. 290 et 291). Le pont 
est appelé pied de la polaire À du point P. - 
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. Construction de la polaire. — La construction suivante qui n'exige 
F ce est préférable à ne de l'axe radical du cercle O et du cercle de 
diamètre OP (fig. 297) : 

Menons deux sécantes quelconques PAB et PCD au cercle O et désignons par M 
le point commun aux droites AD et BC, par N le point commun aux droites AC 
et BD. La polaire du point P par rapport au cercle © est la droite MN. En effet : 

La polaire À du point P coupe AB en E et CD en F. Les divisions PERS 
et (PFCD) étant harmoniques, la droite A est également la polaire du Dont 
par rapport aux deux droites AC et BD et (n° 278) passe donc par M et N. 


e 343. Corollaires. — 19 Les points M et P étant les points de rencontre 
des côtés opposés du quadrilatère inscrit ABCD (fig. 297), on en déduit que 

. Les points de rencontre des côtés opposés d’un quadrilatère 
inscrit dans un cercle sont conjugués Par rapport à ce cercle. 


Fig. 297. Fig. 298. 


Il en résulte que NP est la polaire de M et que MP est la polaire de N par 
‘apport au cercle 


e 344. Propriété fondamentale des pôles et polaires. — Lorsque la 
polaire d’un point P passe par un point M, la polaire du point M 
passe par le point P. 

Si le point M appartient à la polaire À du point P (fig. 298), les points P et M 


sont conjugués par rapport au cercle O. Donc le point P appartient à la polaire D 
du point M 


Le point P et sa polaire À étant donnés, la polaire d'un point M de À est 
donc la perpendiculaire PK à OM. Le pôle M de la droite D issue de P est l'in. 
tersection de À et de la perpendiculaire OK à la droite D. 


e 349. Méthode de démonstration. — Ph Se RRUReRe 

ële 1 i t à d’élégantes dém : : 

de pôles et de polaires, conduit souven Te 

: Pour démontrer que plusieurs points be chers 
montrer qu'ils sont conjugués d'un même point ou que leurs P 

è é tes. 

ort à un cercle donné sont concouran | a 

p 20 Pour démontrer que plusieurs droites ee SU ee 
il suffit de montrer qu’elles sont conjuguées d'une même dro 


ô rapport à un cercle donné sont alignés. _ — 
PO He plus souvent, un cercle convenablement choisi de la figu 


étudier. En voici quelques exemples : 
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REMARQUE 14. 


Voici un théorème qui témoigne de l'application de la notion de polarité par rapport à un 
cercle : le théorème de Brianchon. Il nécessite comme lemme le théorème suivant dit "de 
Pascal" qui s'appuie sur la théorie des transversales. ( le théorème de Ménélaus) et aussi sur la 
notion de puissance d'un point par rapport à un cercle 


e 296. Théorème de Pascal. — Lorsqu'un hexagone est inscrit 
dans un cercle, les points de rencontre des côtés opposés 
sont alignés. 


Soit un hexagone inscrit ABCDEF (fig. 260). Numérotons les côtés AB, BC, CD, DE 
EF et FA dans l'ordre 1, 2, 3, 4, 5, 6 et appliquons au triangle POR formé par les côtés 
impairs 1, 3, 5 le théorème de Ménélaüs relatif aux transversales, constituées par les côtés 
pairs 2, 4, 6. On obtient ainsi dans le triangle PQOR coupé par les transversales:4DE, 


ABF et BC : 


2Q DR EP _,, AQ, BR FP_,, BQ CR ,YP _ 
cR DP EQ AR BP FQ BR CP »Q 
Effectuons le produit membre à membre de ces trois égalités. En tenant compte des 
relations 
AR.BR=CR.DR :; CP.DP—EP.FP ; EQ.FQ=—AQ.BQ. 
On obtient : 20e Re, Pre; 
æR BP  yQ 


ce qui montre que les points &, B, y sont alignés (n° 94). 


Fig. 260. Fig. 261. 


. REMARQUE. — Si le point F vient en À, le théorème subsiste pour le pentagone 
inscrit ABCDE à condition de lui adjoindre comme 6° côté la tangente en À (fig. 261). 
Ïl y a 5 droites de Pascal ainsi attachées à un pentagone inscrit, 


100 


e 351. Exemple IL. — Théorème de Brianchon. — Lorsqu'un hexagone ABCDEF 
est circonscrit à un cercle, les diagonales AD, BE et CF sont concourantes. — 
Désignons (fig. 304) par M, N, P, O,R, S Jes points de contact, avec le cercle des côtés 


Fig. 304. Fig. 305. Fig. 806. 


| Î it ABCDEF. La diagonale AD est la polaire du point de rencontre 
: en rene MNet QR de Ha one ire MNPQRS. De même BE est la polaire 
du point 8 commun à NP et RS et CF la polaire du point Y commun à PQ et à SM. D'après 
Le théorème de Pascal (n° 296) les trois points «,r et À sont alignés. Donc les trois droites 
AD, BE et CF sont concourantes en «, pôle de la droite af. 


REMARQUE 14BIS 

Commentons la démonstration. Soit le triangle PQR, la sécante AF coupe le coté PR en B. De 
même les sécantes CB et DE coupe les autres côtés respectivement en yet Œ. Le théorème de 
Ménélaus appliqué dans les trois cas donne trois relations produits égales à 1. La puissance 
de R, Pet E par rapport au cercle circonscrit à l'hexagone combiné avec ces trois relations 
conduit à l'application de la réciproque de Ménélaus pour la triangle PQR et donc à 
l'alignement des points &,B et y. On en déduit le théorème de Brianchon .Les point M, N, P, 
Q, R, S sont les points de contacts de l'hexagone circonscrit ABCDEF au cercle (fig 304). 
Les côtés opposés MN et QR se coupent en Œ (non situé sur la figure). 

D a pour polaire QR et À a pour polaire MN par construction, donc par réciprocité le pôle de 
AD appartient à QR et MN : c'est le point &. On raisonne de même pour les deux autres 
diagonales EB et CF qui ont respectivement pour pôle B commun à NP et RS et y commun à 
PQ et SM. Le théorème de Pascal permet alors de conclure que &,B et ysont alignés, donc 
leurs polaires sont concourantes. 


REMARQUE 14 TER. 

Ces théorèmes de Pascal et Brianchon, 
considérés comme des grands classiques sont 
très riches et suffisamment "curieux" pour d 
justifier leur place dans ce cours. S'ils 
illustrent parfaitement la puissance de l'outil 
"pôle et polaire par rapport" ils n'en 
demeurent pas moins des théorèmes difficiles 
en terminale à l'époque. Cette complexité 
sera reprochée dans les années 1970 par les 
partisans de l'abandon de la géométrie des! À 
figures. 

En fait ils sont mieux adaptés à des 
démonstrations en géométrie projective. En 
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effet on peut éclairer sous un autre angle le 
théorème de Brianchon. Ainsi le théorème de 
Pascal, que celui-ci énonça à l'âge de 16 ans à 
partir des travaux de Desargues, était formulé 
pour une ellipse. Si l'on considère 
l'homographie d'une conique (ici une ellipse) 
sur elle-même, définie par la donnée d'une 
ellipse, d'un couple de points homologues (A, 
A‘) et d'une droite (d) ; alors l'image d'un 
point M est un point M' défini par la 
construction ci-contre (figure 1) : (A'M) 
coupe (d) en m et (mA) recoupe en général 
l'ellipse en M'. (d) est appelée la directrice de 
cette homographie. Donc par construction si 
(A A") et (M M) sont deux couples de points 
homologues alors les droite (AM) et (A'M) se 
coupent en m sur la directrice (d). Le 
théorème de Pascal suppose la donnée d'un 
hexagone ABCDEF inscrit dans une ellipse 

( figure 2). Alors la théorie nous dit qu'il 
existe une homographie h et une seule qui 
transforme À en F, B en E, et C en D. Par 
définition de h les couples de droites (AE) et 
(BF), (BD) et (EC), (CE) et (AD) se coupent 
respectivement en u, v et w sur la direction 
(d) de l'homographie. Si l'on transforme la 
figure 2 par polaire réciproque par rapport à 
l'ellipse, on obtient la figure 3 et l'énoncé 

dual donne le théorème de Brianchon. La 
transformation par polaires réciproques 
figurera officiellement au programme en 
1962. 


figure 1 


figure 2 


figure 3 
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VII L' Inversion 
$1 Définition et propriétés 
(document 15) Lebossé Hémery. 


e 368. Définition. — Etant donnés un point fixe O et un nombre algébrique 
non nul À : 


On appelle inversion la transformation ponctuelle qui » à 
tout point M du plan ou de l’espace, fait correspondre le point 


Le point O est appelé centre (ou pôle) de l’inversion (O, k). Le nombre k 
est le module ou la puissance de cette inversion qui est dite positive ou négative 
suivant que k est positif (fig. 317) ou négatif (fig. 318). 


(M) M 
Ô 
(F') 
Fig. 317. Fig. 318. 


Il est clair que l’homologue de M' est le point M. La transformation est donc 
réciproque et les deux points M et M' sont dits inverses l’un de l’autre. De 
même deux figures F et F” homologues dans l'inversion sont dites inverses 
par rapport à ©. 

orsque le point M décrit une droite ou un plan passant par O il en est de 
même de M' : Toute droite et tout plan passant par le centre © sont globalement 
invariants. 

Si le point M' s'éloigne indéfiniment sur la droite Ox le point M vient en ©. 
Pour qu'à un point donné ne corresponde qu’un seul transformé nous convien- 
drons, dans cette étude, de dire que l'inverse du centre O d’une inversion est 
un point unique appelé point à l’infini. 


e 369. Cercle et sphère d’inversion. — Pour qu’un point P soit invariant 
dans l'inversion (O, À) il faut et il suffit que OP? — k. Ceci n’est possible que 
si À est positif et on a alors OP — #. Donc : 

19 Le lieu des points doubles d’une inversion positive (O, à) 
est le cercle O(VE) dans le plan, la sphère O(VE) dans l’espace 
que l’on nomme respectivement cercle et sphère d’inversion. 

En désignant par R le rayon VR de ce cercle (fig. 319) ou de cette sphère (T) 
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e 376. Relations métriques dans l’inversion. — 1° Soient (fig. 324) deux 
couples de points cocycliques À, A’ et B, B', homologues dans l'inversion (O, À). 
Les triangles OAB et OB'A' sont inversement semblables. Donc : 


AB _OA' _OA.OA _ IE cu. 
BA — OB OA. OB  OA.OB °°: 


20 Cette relation est valable si les points O, À, A’, B, B’ sont alignés. La 
relation OA.OA' — OB.OB’ permet d'écrire : 


OA’ OB’ __OA'— OB’ _ _ AB’ OA.OA' k 
OB OA  OB—OA AB OA.OB  OA.OB 
D'où la relation algébrique plus précise : ÀB' — — CCE (2) 
3° Si M et M' sont homologues dans l'inversion (w, #) on peut écrire : 
oM __@M _oM.oM _ k eh 
Ni SM AVE AVE soit œoM' — Si o (3) 


Cette relation permet de déterminer les coordonnées de M’ connaissant celles du centre 
d'inversion © et celles du point M. 


e 377. Tangentes aux courbes inverses. — 1° Lorsqu'une courbe " 
admet une tangente en À, sa transformée par inversion (Y' 
admet une tangente au point À’ homologue de À. 

20 Les tangentes à deux courbes inverses (x) et (y') en deux 
points homologues À et À' sont symétriques par rapport au 
plan médiateur du segment AA'. 


Rss . CS L CR Ar - RAA! 


Fig. 325. Fig. 326. 


e 379. Théorème. — L’angle de deux cearbes Y et 1 en un point 
commun À est égal à l’angle de leurs inverses Y' et Y'; au point 


À' homologue de À. 


Soient AT et AT; les tangentes aux courbes y et Y1 se coupant en A (fig. 327). 
Les courbes inverses Y’ et Y'1 admettent au point A’ homologue de es 


tangentes A'T' et AT"; respectivement symétriques de AT et AT r 
port au plan médiateur s À ART Les angles TAT, et T'A'T'; sont de ER 


Fig. 327. 
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e 382. Inverse d’une droite, — Si une droite A passe par le centre d’inver- 
sion O elle est globalement invariante (n° 368). Ce cas écarté montrons que : 


_L’inverse d’une droite ne passant pas par le centre d’inver- 
sion est un cercle passant par ce centre. 
Désignons par H la projection du centre d’inversion O sur la droite donnée A 
(fig. 329 et 330) par À son homologue dans l’inversion (O, À) et par M un point 
variable de la droite A. Pour que le point M' de la droite OM soit le transtormé 
de M il faut et il suffit (n° 372) que les quatre points À, H, M, M' soient cocy- 
cliques, donc que : 


(M'A,M'M) = (HA,HM) c'est dire que  (M'A,M'O) — à 
À 


Fig. 329. Fig. 330. 


Le lieu du point M’ est donc (n° 58) le cercle & de diamètre OA. 


e 383. Inverse d’un cercle passant par le centre d’inversion. — La 
transformation étant réciproque, l'inverse du cercle de diamètre OA est la 
droite À perpendiculaire à OA au point H, homologue de À dans l'inversion 
(O, k) envisagée. 
L’inverse d’un cercle passant par le centre d’inversion est 
une droite perpendiculaire au diamètre issu de ce centre. 
L'inverse w’ du centre du cercle © est le point de la droite OA tel que : 
Ow'.0Ow — OA.0H = 20w.0H donc Ow' = 20H. 
Le point &' est donc le symétrique du centre d’inversion O par rapport à 


la droite À (fig. 330). 
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e 385. Inverse d’un cercle quelconque. -— Soit à déterminer (fig. 334) 
le transformé, dans l’inversion (O, À) du cercle « (R) ne passant pas par ©. 
Désignons par © la puissance non nulle du point Ô par rapport au cercle &. 
L'inversion (O, À) est équivalente (n° 375, 2°) au produit de l’inversion (O, #) 


qui laisse le cercle © invariant, par l’homothétie (o. à) qui transforme le cercle « 
| k 


en un cercle «” de rayon R' = | 


R : 


L’inverse d’un cercle ne passant pas par le centre d’inversion 
est un cercle analogue. Le centre d’inversion est un centre 
d’homotkhétie des deux cercles. 


On vérifie d’ailleurs, en désignant par M et M' deux points homologues des 
cercles & et &' et 
par M; le point où 
la droite OMM' re- 
coupe le cercle o, 
que les relations 


OM.OM' = k et 


OM.OM = © 
entraïinent : 
Oo" — k ou 
OM — + 

Fig. 334. OM — EG. 


Le cercle w’ est donc l’homologue dans l’homothétie (o. à) du cercle ©. 


Il résulte d’autre part de cette homothétie que ce = ee 7 |, Le point O 


est donc soit intérieur, soit extérieur aux deux cercles. 


puis les auteurs traitent de l'inversion dans l'espace. 


REMARQUE 15 

L'inversion est souvent pour l'élève à l'époque la première "vraie" "transformation", en effet 
c'est la première qui ne soit pas une similitude, elle ne conserve pas la forme des figures : 
l'inverse d'un cercle passant par le pôle est en général une droite. Ce n'est donc ni une 
application affine, ni une isométrie, elle ne conserve ni l'alignement ni les distances comme 
l'indique le paragraphe ($376). Son utilisation dans les problèmes tient donc à la préservation 
d'autres propriétés. L'inversion conserve les contacts ($378, 379), l'inversion conserve aussi 
les angles en grandeur mais pas en sens, donc conserve l'orthogonalité de deux figures. Si 
deux cercles sont tangents (ou orthogonaux), une inversion quelconque du plan les transforme 
en deux cercles tangents (ou orthogonaux). Par contre si deux cercles sont égaux (même 
rayon) leurs inverses ne sont pas égaux. On désigne le domaine des propriétés conservées par 
inversion sous le nom de "géométrie anallagmatique". Droites et cercles du plan jouent 
souvent des rôles interchangeables dans l'inversion. Si un point M s'éloigne indéfiniment, 
dans une direction quelconque, du pôle O de l'inversion alors nous remarquons que M' tend 
vers O. Ceci justifie la complétion du plan par un unique point à l'infini noté + qui sera 
l'inverse du pôle, et dont l'inverse sera le pôle. Si P'= PU c, l'inversion f est alors une 
bijection de P' sur P'; il ne faut pas confondre P' avec le plan projectif qui est la réunion de P 
et de tous les points à l'infini de chaque direction de droites du plan. Un cercle de P' sera ou 
bien un cercle de P ou bien une droite de P complétée par le point + qui en serait le centre. 
Ainsi l'inversion de P' sur P' transforme un faisceau de cercles en un autre faisceau de même 


mon 
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nature. Lorsque quatre points du plan sont quelconques leur birapport est un nombre 
complexe qui est celui de leurs affixes respectives ; il est transformé par inversion en son 
conjugué. On vérifie aisément que quatre points sont cocycliques ou alignés si et seulement 
si leur birapport est un réel ; dans ce cas particulier l'inversion conserve le birapport de 
quatre points alignés ou cocycliques. Aïnsi dans l'inversion de pôle O si À, B, C et D 
distincts de O sont alignés ou cocycliques leurs inverses sont alignés ou cocycliques et le 
birapport (ABCD) est égal au birapport (A'B'C'D'). 


$ 2Applications de l'inversion (document 16) 
Donnons comme applications deux théorèmes qui illustrent la méthode des transformations 
dans le cas de l'inversion. 


e 399. Méthode de résolution par inversion, — L'inversion constitue 
un moyen remarquable de démonstration. Outre les relations géométriques 
qu'elle entraîne entre les éléments de deux figures homologues : 

L’inversion permet de déduire de toute proposition relative 
à une figure donnée une proposition correspondante relative 
à la figure transformée. 

Ainsi pour démontrer une proposition À de la figure F, on peut transformer 
cette figure par une inversion convenablement choisie ramenant la proposition A 
à une proposition À! de la figure transformée F", évidente ou plus facile à établir. 

Donnons quelques applications de ce procédé de démonstration par inversion. 


e 400. Théorème de Ptolémée. — Pour qu'un quadrilatère convexe ABCD 
soit ie dans un cercle (fig. 344) il faut et il suffit que l’inversion posi- 


tive (D, k) transforme les trois points À, B, C, 
en trois points À’, B', C' alignés dans cet ordre, 
donc tels que : 
A'C' = A'B' + B'C!. (D) 

Or (n° 376) : A'C' — RC Ù 

1! _kAB u us k BC 
AB= pans * BC= bB.bc 

La relation (1) est donc équivalente à : 

kAC _  kAB k BC 


DA DC DA.DB * DE.DC 


Soit à : | AC.BD — AB.CD + AD.BC | (2) 


Pour qu’un quadrilatère convexe soit inscriptible dans un 
cercle il faut et il suffit que le produit de ses diagonales soit 
égal à la somme des produits de ses côtés opposés. 


La relation (2) est la transformée de la relation (1) relative aux trois points 


alignés À’, B’. C' dans une inversion de centre D. 
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e 402. Théorème de Feuerbach. — Le cercle d’Euler d’un triangle 
est tangent au cercle inscrit et aux cercles ex-inscrits à ce 


triangle. 
Péri Dans un triangle ABC (fig. 347) 


désignons par M, D et A les 
pieds de la médiane, de la bissec- 
trice intérieure et de la hauteur 
issues de À, par G le centre de 
gravité, par Î le centre du cercle 
inscrit, par J le centre du cercle 
ex-inscrit dans l'angle À et enfin 
par E et F les points de contacts 
des cercles I et J avec le côté BC. 
On sait (n° 259) que la division 
ADI] est harmonique et que le 
milieu de I] est sur la médiatrice 
de BC. Par projection sur BC, on 
voit que la division A'DEF est 
harmonique et que M est le milieu 


de EF: c’est-à-dire (n° 261) que : 


Fig. 347. ME2 — MF? — MD.MA!. 


L'inversion (M, ME?) laisse invariants le cercle I et le cercle J, et transforme 
A’ en D. Le cercle d'Euler © du triangle ABC passant par M et À’ est trans- 
formé en une droite À passant par D et parallèle à la tangente en M au cercle w. 
Or dans l'homothétie (G, 42) le cercle © est l’homologue du cercle ABC et le 
point M est l’homologue du point A. La tangente en M au cercle w est donc 
parallèle à la tangente en A au cercle ABC et par suite antiparallèle à BC par 
rapport aux droites AB et AC (n° 62). Il en est de même de la droite À qui est par 
conséquent symétrique de BC par rapport à la bissectrice AD. La droite A est 

onc la deuxième tangente commune intérieure E’F” aux cercles [ et J. 

Il en résulte que le cercle & est tangent aux cercles [ et J aux points Set T 

où ME’ et MF" recoupent ces cercles. 


REMARQUE 16 

Comme pour la notion de polarité et le théorème de Brianchon, les deux théorèmes très riches 
ci-dessus sont des exemples significatifs de la puissance de la “méthodes des 
transformations". Dans les années 70, ils seront également considérés comme "désuets" par 
les partisans d'une géométrie basée sur l'algèbre linéaire. 

La démonstration s'appuie sur le principe de dualité valable pour toute transformation 
géométrique : à une propriété P d'une figure F correspond une propriété P' de la figure F' 
transformée de F. De même au théorème T (P, = P,) vérifié par la figure F correspond un 
théorème T'(P, — P,) vérifié par la figure F". 

Dans le cas du théorème de Ptolémé, le théorème T exprimé par la relation d'alignement (1) 
est évident à démontrer, par contre le théorème 7” exprimé par la relation (2) 
AC. BD = AB.CD + AD.BC est nouveau et l'inversion a permis une "découverte". 

Dans le cas du théorème de Feuerbarch le théorème 7 regroupe : "La propriété du cercle des 
9 points”, "(A,D,LJ) est une division harmonique", "le milieu de [IJ] est sur la médiatrice de 
[BC]". Ces propriétés du triangle sont relativement aisées à démontrer. Par contre, la 
transformation par inversion de la figure permet la démonstration d'une propriété remarquable 
sur le cercle d'Euler du triangle. 
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VIII Conclusion sur l'enseignement du programme de géométrie de 1947. 


a) Lors des arrêtés de 1925 et 1931 nous avons constaté des changements notables en 
géométrie par rapport à 1902/1905 : les problèmes de mesure des aires et de volumes, et 
l'étude approfondie de solides de l'espace, notamment "les corps ronds", sont éliminés dès 
1925 et 1931. Sur la forme, il y a abandon de "la fusion" et de l'utilisation du mouvement dans 
les démonstrations. Par contre en 1947 en terminale, rien de tel : le vocabulaire et les 
symboles s'enrichissent modérément, citons en exemple la composition ou le produit des 
transformations et la notation vectorielle. Le programme de 1945 appliqué en M.E. en 1947 
garde pour l'essentiel les transformations et les coniques” qui en forment les deux piliers 
depuis 1905. L'utilisation du raisonnement déductif conjugué avec l'intuition des figures 
marque la conservation de la "méthode euclidienne”. 

b) En 1947 la méthode des transformations est mise systématiquement en évidence dans la 
résolution des problèmes. Les questions en relation avec la géométrie projective telles la 
division harmonique, les faisceaux de cercles, les pôles et polaires sont, bien entendu, décrites 
pour démontrer des propriétés nouvelles des figures par la méthode des transformations. Qu'il 
s'agisse des déplacements, des antidéplacements et des similitudes, les nombreuses situations 
dont témoignent les extraits du Lebosse-Hémery sont significatives de cette détermination. 
L'inversion participe de cette remarque et permet la démonstration de théorèmes "riches" que 
nous avons cités. 

c) En référence à Félix Klein et au programme d'Erlangen, la notion d'invariants liés à un 
groupe de transformations, si elle n'est pas explicitée dans les textes, est constamment en 
arrière-plan. Notons le birapport de quatre points alignés ou cocycliques associé aux diverses 
transformations que l'ont peut toutes classer en géométrie projective. Cette remarque vaut 
pour les propriétés conservées par l'inversion et "la géométrie anallagmatique" 

En conclusion, nous restons dans la logique des programmes au Lycée qui prévaut depuis le 
début du siècle. On constate une volonté de conjuguer "la méthode euclidienne" avec la prise 
en compte des acquis de la recherche à la fin du XIX°. Citons, par exemple, le développement 
de la géométrie projective et la redéfinition de la géométrie à partir du programme d'Erlangen 
en 1871 par des groupes de transformations. 


? Nous étudierons l'enseignement des coniques en terminale au chapitre suivant, lors de la réforme de 1962. 


108 


CHAPITRE III LA REFORME DES ANNEES 60 


Etude du contexte. La période étudiée est cette fois très courte : l'arrivée des 
"Mathématiques modernes" dans toutes les classes progressivement dès 1969 au collège 
puis au lycée, en septembre 1972 dans les terminales, va précipiter sa disparition. Il 
importe cependant de s'y attarder, car à beaucoup d'égards, cette réforme, bien 
qu’éphémère, demeure très intéressante par son contenu réellement novateur pour 
l’époque. 

a) Depuis la fin des années 50!, l'université à engagée une grande réforme de 
fond sur les contenus de MGP?, puis ensuite de la Licence de Mathématiques. En 1958, suite 
à la loi "Debré", destinée à l'Enseignement supérieur : "le calcul différentiel et intégral" en 
Licence est remplacé par les certificats de Math I et Math IL. Le grand changement des 
contenus sont : la théorie des ensembles, la topologie et l'étude des structures 
algébriques. 

b) En 1959, une ordonnance prolonge la scolarité obligatoire jusqu’à seize ans et 
favorise une meilleure cohérence de l'enseignement par la création dans tout le pays des 
"collèges d’enseignement secondaire", les CES. Notamment dans les zones rurales les C.E.S. 
remplacent les "Cours complémentaires" dont la finalité était réduite au B.E.P.C. 

A la sortie du primaire, l'élève a plusieurs choix : s'il n'entre pas dans la vie active via 
l'apprentissage, il peut poursuivre en 6° au C.E.S. A l'issue de la 5°, il peut aussi être orienté 
vers une voie courte, le Collège technique conduisant au C.A.P. ou au B.E.P. 

A l'issue de la troisième au C.ES, s'il n'entre pas dans la vie active, il est orienté selon ses 
capacités vers un Lycée classique et moderne, un Lycée technique, ou la préparation d'un 
métier au collège technique. 

Dans le même temps la restructuration des Lycées en 1965 favorise l'enseignement des 
mathématiques : sont supprimées les filières A', C M et M" et remplacées par les filières A, 
C, et T(au Lycée Technique) en seconde et À, B, C, D et T en première et terminale. Dans les 
sections scientifiques, € ou T, les horaires de mathématiques sont conséquents : 5 heures 
par semaine en 2° C ( ou T) ; 7 h en 1° C (ou T) et 9 h en terminale C (ou T ). Dans ce 
contexte, un élève, orienté, à l'issue du collège, dans la classe de seconde C puis en première 
Cou Teten terminale C ou T sortira du Lycée en principe avec un bagage mathématique 
relativement solide. 

c) L'orientation garde un caractère sélectif. Le concours d'entrée en 6° a été 
remplacé à la fin des années 50 par des "Commissions" de passage. Ces commissions 
réunissent les enseignants des classes de C.M2 et de sixième et la hiérarchie, souvent un 
inspecteur du primaire (IDEN) : les membres de la Commission décident autoritairement, au 
vu des résultats de l'élève, le passage en 6° ou une autre orientation plus appropriée à 
l'acquisition rapide d'une formation professionnelle. Puis, à la sortie du C.ES., les 
collégiens peuvent postuler leur entrée en classe de seconde au Lycée. La sélection, moins 
sévère que par le passé, permet un accroissement de la population des élèves de seconde, 
première et terminale, mais dans des proportions modérées et maîtrisées. 


d) Au Lycée, l'enseignement de l'algèbre dont la réforme date pour l'essentiel 
de 1902/1905, n'a été que très partiellement revue en 47. Malgré les évolutions 
langagières et les efforts de rigueur dans la démonstration, les contenus sont devenus très 
éloignés de ce qui est enseigné à l'université depuis le début des années 50. La nécessité 
d'un changement pour combler un fossé grandissant est suffisamment évidente pour qu'une 


! J'y reviendrai plus longuement au chapitre suivant. 
? Certificat de Mathématiques générales et Physique ; nécessaire pour commencer une licence de Mathématiques. 
Alors premier ministre de la V° République. 
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réforme s'engage dans le secondaire dès le début des années 60. De plus, condition 
nécessaire à toute évolution des programmes, le pouvoir politique favorise ce changement. 

Le Pays est libéré du carcan des guerres de décolonisation, 1962 voit la fin de "la guerre 
d'Algérie"; le gouvernement nourrit de grandes ambitions pour la France dans des 
domaines très variés, notamment la formation d’une élite scientifique. Comme constaté au 
début du siècle (1902/1905) , notons que les années soixante, comme au début du siècle, 
verront la Science s’imposer dans le Monde dans tous les domaines de l’activité humaine. 
La réforme est publiée dans un arrêté du 6 mars 1962. Il importe de bien préciser qu’elle est 
limitée aux élèves des sections scientifiques : les sections C, Moderne et M' répartis dans 
les classes de seconde, première et en Mathématiques Elémentaires ou Mathématiques et 


Techniques. 
1° PARTIE ANALYSE 


I Les lignes de force des nouveaux contenus des programmes d'analyse en 1962 
et 1965. 
Cette réforme est caractérisée en TC et TE par la consécration d'une analyse construite et 
structurée au Lycée. Certes, la géométrie garde une place prépondérante, mais certaines 
disciplines "secondaires" comme la statique, la dynamique, la cosmographie, disparaissent des 
programmes de terminale scientifique. 

a) Le terme “analyse” apparaît pour la première fois au Lycée dans la rubrique 
"Algèbre, et notions d'analyse” dès les classes de seconde et première. 

b) En M.E et MIT à la rentrée 1963 puis en TC à TE’ à partir de 1965 : le vocabulaire 
de la théorie des ensembles et les lois de la logique formelle, les quantificateurs et 
connecteurs logiques entrent officiellement dans le programme. Les commentaires officiels 
précisent qu'il n'est pas interdit de dégager des notions ensemblistes, de façon naturelle, à 
partir de nombreuses situations où elles prennent un sens pour l'élève. La même remarque 
vaut pour les structures de groupes, d'anneaux et de corps. 

c) Les extensions successives de la notion de nombre figurent dans la partie du 
programme intitulée "Arithmétique et Algèbre". Leur utilisation dans le cours d'analyse nous 
incite à évoquer le sujet. Elles sont une occasion privilégiée, dans les manuels, de mettre en 
évidence le rôle des structures algébriques : la construction des entiers naturels est réalisée à 
partir des axiomes de Péano, celles de Z et Q comme ensembles quotients. Ceux-ci précèdent 
une évocation des nombres réels. Ces derniers sont souvent définis comme "coupure" dans Q 
à partir d'exemples tel V2. Certains, comme Jacqueline Lelong-Ferrand à Paris dans son 
cours de préparation au CAPES en 1963, présente la définition des réels comme 
développements décimaux illimités. Je n'évoque pas ici l’arrivée en terminale des nombres 
complexes que l'ont peut classer dans la partie géométrie où leur domaine d'application est 
plus pertinent. 

d) La définition des limites de fonctions en € et n figurent pour la première fois 
officiellement au programme des Lycées. De même, la définition de la continuité en un point 
est formalisée. Elle permet une importante séquence déductive qui s'appuie sur le théorème 
de valeurs intermédiaires (admis) et des démonstrations à propos des fonctions continues et 
strictement monotones. Ces propriétés permettent de définir les fonctions réciproques, 
notamment : x —1/x . Le domaine du calcul différentiel s'élargit jusqu'aux théorèmes de 
Rolle (admis)et des accroissements finis. Ceci permettra également un développement 
déductif, le théorème de Lagrange, sur le sens de variation des fonctions. Enfin, les primitives 
sont l'occasion de l'arrivée notable, pour la première fois dans le siècle, de nouvelle 
fonctions transcendantes qui s'ajoutent aux fonctions trigonométriques : les fonctions 


! La cosmographie est maintenue dans la série littéraire. 
? ME( mathématique élémentaire) devient la classe de TC (terminale C), de même MT( math technique) devient TE (terminale E) 
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b 
logarithmes et les fonctions exponentielles. A partir de 1965 le symbole hi f(x)dx est 


réintroduit après une éclipse depuis 1947. 

II Programme officiel en Analyse en 1962. | | . 
L'analyse est incluse dans la rubrique "Arithmétique, Algèbre et notions d'Analyse". (9 pages 
sur 15 que compte le livret officiel du programme). 


PROGRAMME OFFICIEL 
ARRÊTÉ DU 6 MARS 1962 


Premières définitions sur les fonctions 


\ 


(Certaines des notions introduites par ce bref chapitre trouveront naturellement leur emploi 
aussi bien en algèbre et en analyse qu’en géométrie, notamment dans l'étude des transformations.) 


Application d’un ensemble dans un ensemble. Variables. Fonctions. 

Compositions des applications; fonction composée (fonction de fonction) d’une 
variable. 

Application biunivoque d’un ensemble sur ‘un ensemble; fonctions réciproques. 

Opérations élémentaires sur des fonctions (à valeurs réelles) définies sur un même 
ensemble : addition, soustraction, multiplication, division (fonction-somme..., fonc- 
tion-quotient); puissance niv», racine nv d’une fonction. 


Fonctions polynômes et fractions rationnelles 


(Cæffcients réels et variables réelles) 


1° Fonctions polynômes, forme réduite, degré. 
Identité (on pourra admettre que l'égalité numérique pour toutes valeurs des, 


variables entraîne l'identité formelle). Polynôme nul. 


Addition, soustraction, multiplication des polynômes; anneau des polynômes. 
Formule du binôme. 


2° Polÿnômes d’une variable x; division par (x — a); application aux polynômes.. 
æn + an. 

Changement de variable x — X + k:; application aux formes canoniques aX? + b 
aX® + bX + c, des polynômes du second et du troisième degré. 


3° Fraction rationnelle définie comme fonction-quotient d’un polynôme par u! 
autre ; domaine d’existence. 


Exemples simples de transformations de fractions rationnelles; transformatiln: 


: ax + b ax? + bx + c > : 
des fractions ax + D am + ba + ce” par un changement de variable x = X + k, ! 


B BX + C 
conduisant à l’une des formes À + Y’ AX +B + _ A + D 


i 


Généralités sur les fonctions d’une variable réelle 


1° Représentation graphique dans un repère cartésien (rappel). 


2° Sens de variation sur un intervalle. Propriétés élémentaires de fonctions mono- 
tones sur un intervalle. £ 


Définition d’un maximum ou d’un minimum d’une fonction en un point. 


3° Notions sur les limites. Définitions concernant les limites (finies ou infinies)» 
d’une suite u», lorsque l’entier naturel n tend vers Pinfini, et d’une fonction lorsque 
la variable tend vers une valeur finie ou vers l'infini. Énoncé (sans démonstration). 
des propriétés élémentaires des limites : unicité, opérations élémentaires (somme, pro! 
duit, quotient, racine nm), cas d’indétermination. ” 
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4° Continuité d’une fonction. Définition d’une fonction continue : pour une valeur 
de la variable, sur un intervalle (la notion de continuité uniforme est en dehors du 
programme). Opérations élémentaires. Continuité d’une fonction composée (fonction 
de fonction) formée à partir de deux fonctions continues (sans démonstration). 

On admettra, sans démonstration, la propriété suivante : si une fonction f est 
continue sur un intervalle fermé (a, b), et si les valeurs numériques f (a) et f (b) sont 
de signes contraires, la fonction s’annule au moins pour une valeur de la variable com- 
prise entre a et b. Application au cas d’une fonction continue et monotone sur un 
intervalle fermé. 

Existence de la fonction réciproque d’une fonction continue et strictement mono- 
tone sur un intervalle fermé (on admettra la continuité de cette fonction réciproque); 
représentation graphique dans un repère cartésien normé. 


5° Dérivées. Révision des questions figurant au programme des classes de Pre- 
mière A’, C, M, M': définition de la dérivée pour une valeur de la variable; fonction 
dérivée; opérations élémentaires (dérivées d’une constante, d’une somme, d’un produit, 
d’un quotient); interprétation géométrique en coordonnées cartésiennes, équation de 
la tangente en un point de la courbe représentative. 

L'existence d’une dérivée entraîne la continuité de la fonction. 

Dérivée d’une fonction composée (formée à partir de deux fonctions dérivables). 
Dérivée de la fonction réciproque d’une fonction monotone dérivable; interprétation 
géométrique. 

Définition des dérivées successives. 


6° Dérivées de quelques fonctions (révision et compléments). Dérivée par rapport 


1 RE 
à x de x”, de x-2, de = de 7 zx, de \ x (n entier naturel). Dérivées de la puissance 


Rime, de la racine n-ie d’une fonction dérivable. 

Dérivée des fonctions circulaires sin, cos, tg, cotg (révision). Dérivée de fonctions 
composées à partir des fonctions circulaires. Dérivées successives d’un polynôme, de 
sin (ax + b), de cos (ax + b). 


7° Application des dérivées. Énoncé, sans démonstration, du théorème de Rolle. 


Théorème des accroissements finis; interprétation géométrique. 


Comparaison de deux fonctions ayant la même fonction dérivée sur un inter- 
valle. Étude du sens de variation d’une fonction au moyen du signe de la fonction 


dérivée. 


8° Fonctions primitives. Définition d’une fonction primitive d’une fonction 
(on admettra l'existence d’au moins une primitive pour toute fonction continue). 
Relation entre deux primitives d’une fonction sur un même intervalle; existence d’une 
primitive unique prenant, en un point donné de l'intervalle de définition, une valeur 


fixée. 


Exemples de primitives déduites de la connaissance des dérivées de quelques 


; She dr st x 1 : 
fonctions usuelles; en particulier : primitives d’un polynôme, de ui (n entier naturel 


supérieur à 1), de sin (ax + b), de cos (ax + b). 
9e Application des primitives au calcul d’aires et de volumes. 


(Aucune dificulié ne sera soulevée au sujet des notions d’aire et de volume. On admettra l’exis- 


tence et les propriétés des aires et des volumes dont le calcul est demandé ici.) 


Aire d’un domaine plan limité par un arc de la courbe représentative, relative à 
un repère cartésien orthonormé, d’une fonction f (x) continue (on pourra se borner 
au cas d’une fonction monotone), positive ou nulle, par l’axe des abscisses, et par deux 
«ordonnées », l’une fixe, l’autre variable (abscisse x); cette aire représente une primitive 
de la fonction donnée. Convention de signes pour la définition de l'aire lorsque la fonc- 
tion donnée n’est pas toujours positive ou nulle. Application à des calculs d’aires planes. 

Application des primitives au calcul de quelques volumes : pyramide à base trian- 
gulaire, tronc de pyramide à bases parallèles triangulaires (extension des formules 
trouvées au cas de bases polygonales quelconques); cône à base circulaire, tronc de 


cône à bases parallèles circulaires; segment sphérique, volume de la sphère. 
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Etude de quelques fonctions d’une variable réelle 


1° Étude de la variation et de la représentation graphique (repère cartésien) des 
fonctions : 


a) ax + ba? + cx + d (forme réduite AX5 + BX + C); axt + ba? + c; 
ax? + bx + c ; 
b) AR LE bx E ce” ad 0 


(sur des exemples sans théorie générale, en utilisant 
BX + C 
X?2 + 5) 


0 


éventuellement la forme réduite A + 


ax? bx c : 

c) ere, V/ex + b, V/« + bx + € (en liaison avec l’étude des coniques). 

2° Fonctions circulaires. Reprise complète de l’étude des fonctions circulaires sinus, 
cosinus, tangente, cotangente, figurant au programme des classes de Première A’, 
C, M, M’. 

Exercices d’application portant sur les formules d’addition et de multiplication 
par deux, sur la transformation en produit de la somme ou de la différence de deux 
sinus ou cosinus et sur la transformation inverse. 

Transformation des fonctions : 


a cos æ + b sin æ et a cos? x + 2 b sin x cos æ + € sin? x 
conduisant respectivement aux formes 
A cos (x — k) et A cos (2x — k) + H. 
Application de la formule de Moivre dans le cas des exposants 2, 3, 4. 


Exemples simples d'étude de fonctions composées formées à partir des fonctions 
circulaires. 


3° Fonctions logarithmiques. Définition de la fonction logarithme népérien de x 
1 
(notation : Log x) comme primitive, nulle pour + = 1, de la fonction = @ > o). 


Représentation par l’aire d’un trapèze mixtiligne (repère orthonormé). 

Propriété fondamentale : Log (ab) — Log a + Log b et ses conséquences : loga- 
rithme népérien d’un produit, d’un quotient, d’une puissance nie (exposant positif ou 
négatif), d’une racine niv. 

Limites de Log x lorsque la variable positive x tend vers l’infini ou vers 0; limite 

Log x 
de 
æ 


lorsque x tend vers l'infini. 


Base des logarithmes népériens, définition du nombre e. 

Courbe représentative de la fonction logarithme népérien (repère cartésien ortho- 
normé). 

La fonction K Log + (K constante non nulle) a les propriétés fondamentales 
de calcul de la fonction Log x. Définition de la fonction logarithmique de base a (a cons- 
tante positive, différente de 1) : 

logs x — K Log x avec K Log a = 1. 

Relation entre log, x et log, x. Courbes représentatives des fonctions logarith- 
miques. 

Logarithmes décimaux. 


40 Fonctions exponentielles. Définition de la fonction exponentielle de base a 
comme fonction réciproque de la fonction logarithmique de base a (a > 0, a < 1). Pro- 
priétés fondamentales de la fonction exponentielle de base a, représentée provisoirement 
par ‘e symbole exps : 


EXPa (u) = 0 5 u — loga L (0 > 0); eXpa (0) = 1; €EXPa (1) — a; 
EXPa (4 + u') — expa (u). exPpa (u'); et leurs conséquences, en particulier. 


eXPa (NU) — [exPa (u)] *, eXPa (n) = a* (n enticr relatif); 


_ 
so. (9)- Ve 
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Notation a%. Dérivée de a*, dee. Courbes représentatives des fonctions eXpo- 
nentielles (repère cartésien orthonormé). 


(Pour les fonctions logarithmiques et exponentielles, leur étude est strictement limitée à celle des 
questions indiquées ci-dessus : en particulier, l’étude de fonctions composées faisant intervenir 
des logarithmes et des exponentielles est en dehors du programme.) 

P CA nn 
5° Exposants fractionnaires. Relation a” — V’ a? (a > o). 


Propriétés élémentaires de calcul des exposants fractionnaires. 


L'étude générale de la fonction puissance d’exposant rationnel ou réel est en dehors du pro- 
) C P pi 
gramme. 


Equations et inéquations 


1° Transformations élémentaires d’équations et d’inéquations. Changements 
d’inconnues. Interprétations graphiques. 


2° Résolution de l’équation du second degré à coeflicients réels (racines réelles, 
racines complexes conjuguées). 


3° Exemples d’équations et d’inéquations, dont l’étude se ramène à l'étude 
d'équations ou d’inéquations du premier ou du second degré, ou à l’application des 
propriétés élémentaires des fonctions usuelles, et notamment, des fonctions circulaires. 
Décomposition d’un trinôme bicarré à coefficients réels en un produit de polynômes 
du premier ou du second degré à coefficients réels. Équation bicarrée à coefficients réels. 


Équation a cos æ + bsinx + € — o. 


4° Systèmes d’équations. Transformation d’un système : par la méthode dite 
« de substitution »; par le remplacement de l’une des équations par une combinaison 
linéaire des équations du système. 

Révision de l’étude d’un système de deux équations linéaires à deux inconnues : 
interprétation géométrique. 

Exemples simples de systèmes d'équations et d’inéquations. 


5° Recherche des fonctions une ou deux fois dérivables y de la variable x vérifiant 
les équations : 

y! = P (x), y" = P (x), P (x) étant un polynôme en x, 

y' — ay (a constante), 

y" + «y — o (« constante réelle. On admettra, après avoir découvert les solu- 
tions de la forme A cos 6x + B sin ex, que l’équation n’en admet pas d’autres). 
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II Extraits d'un manuel des années 60. 

$1 notion de limite (1962) 
Document 1 Extraits de "Analyse, trigonométrie et cinématique” de la collection Cagnac et 
Thiberge, tous deux inspecteurs généraux. On considère souvent ce manuel, publié en 1963 
chez Masson éditeur, comme un ouvrage de référence s'adressant à de bons élèves. 


CHAPITRE II 


LIMITE D'UNE FONCTION RÉELLE 
D'UNE VARIABLE RÉELLE 


DÉFINITIONS 


17. Limite d’une fonction lorsque x tend vers »,. — 1° Définition 
-de l'expression « f(x) a pour limite / lorsque x tend vers x, —. 
‘Soit f une fonction de la variable x définie sur l’intervalle [a, b], sauf peut- 
être au point x, de cet intervalle. Grosso modo, on dit que f(x) a pour limite 
l'iorsque x tend vers x, si on peut rendre f(x) aussi voisin que l’on veut de / 
-en donnant à x des valeurs suffisamment rapprochées de x. 

Cette définition peut paraître claire en elle-même. Sous cette forme 
cependant elle est inutilisable en Mathématiques. Remarquons d’abord 
‘que l'affirmation : « f(x) a pour limite / lorsque x tend vers x, » nécessite une 
démonstration. Pour bien comprendre le mécanisme de celle-ci, imaginons 
‘deux personnes À et B, A faisant la démonstration sous le contrôle de B. 
B imposera à À certaines conditions, À dira à B comment il y satisfait, 
-et B vérifiera les résultats obtenus par A sans s'inquiéter de la façon dont 
ils ont été obtenus. À cet effet, B impose à À un nombre positif e, et lui 
“demande de choisir x assez voisin de x, pour que | f(x) — | soit inférieur à e. 
De façon précise, B demande à A de lui fournir un nombre positif « tel que 

(D) |f@)—1| <e soit conséquence de (2) O0 < fx — xp] < à. 


La démonstration sera faite dès que, A ayant été capable de fournir à 
B un nombre positif «, quelque petit que soit le nombre positif e imposé 
par B, B aura vérifié que le choix de « proposé en retour par A est correct, 
c’est-à-dire que l'inégalité (2) entraîne l'inégalité (1). 

Examinons comment À peut satisfaire aux exigences de B. 

a) À peut chercher à résoudre l’inéquation (1}, et, ayant déterminé 
toutes ses solutions, regarder si, parmi elles, il peut en trouver qui consti- 
tuent tout un intervalle [x — &, 25 + «], 4 exclu ; (1) sera alors consé- 
quence de (2). 

EXEMPLE J. — Montrons que f(x) = 4x — 3 a pour limite 5 lorsque x tend vers 2; 
Pinéquation (1) s'écrit [(4x — 3) — 5 <e <— — 6e < 4(x— 2) <e, 
ce qui est encore équivalent à 2 — : <x<2+ . ; 


le nombre & — : répond à la question posée. 


DÉriniTIoN. — Soît / une fonction définie sur un intervalle I, sauf 
pout-être en un point x, qui n'est Pas uns borne de cet intervalle. On dit 
que /{x) a pour limite 7 lorsque x tend vers x,, si quel que soit le nombre 


Positif « (arbitrairement petit) on peut prouver lexistence d’ 
positif « tel que l'inégalité d’un nombre 


(4) 0 <]x—x| < « entraîne l'inégalité (2) If) — 1] <e 


On dit aussi, parfois, que f(x) tend vers ! lorsque * tend vers x 
On écrit É 


lim f(x) = 1 ou FX) —3 Li x — 2 


Ty 
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La continuité en un point est également définie en  @ et €, et sur un intervalle. Ceci rend 
possible les énoncés suivants : 


39 


THÉORÈME DES VALEURS INTERMÉDIAIRES.. — Si une fonetion /{x) est 
continue surl’intervalle fermé [a, 3), à tout nombre 4 eompris entre. f(a)et 
(0) correspond au moins un nombre c eompris entre a et bet:te] que fc) = à. 


‘! “En d’autres termes, quand x varie de a à à, x) prend au moins une 
fois toute valeur comprise entre f{a) et f() ; ou encore, une fonction 
continue ne peut pas passer d'une valeur 
à une autre suns passer au moins une 
fois par toute valeur intermédiaire. 


Cas PARTICULIER. — Si une fonction f est continue sur l'intervalle 

fermé [a,] et si fa) et f(b) sont de signes contraires, il existe au moins 

v| un nombre c, entre a et b, tel que ke) = 0 
(fig. 16). 


En d’autres termes, une fonction 
continue ne peut changer de signe qu'en 
s'annulant. Cette propriété sera maintes 
fois vérifiée dans cet ouvrage. Insistons 
sur le fait que cette propriété n'admet 
pas de réciproque : une fonction continue 
Peut S'annuler sans changer de signe : par 
exemple x, 

.. Le théorème des valeurs intermé- 
diaires admet diverses extensions, dont 
nous ne signalerons que les suivantes, 
qu nous seront utiles dans la suite. 


VG te Lt 


REMARQUE 1 

Le cordon est définitivement coupé avec l'aspect cinématique de la notion de limite pour 
adopter le point le vue de ” / valeur approchée de f(x) à £ près". En 62 et surtout 65, l’entrée 
des quantificateurs dans le vocabulaire des élèves de ME. et MT. est officielle. L'écriture 
symbolique suivante est utilisée pour la définition de la limite 
Ve > 0, Ja > 0 tel que: (D O<fx-x, <a —(2)f(x)-1<e 

La définition donnée par les auteurs est celle de Weirstrass, à l'exception des notations en 
langage moderne. Une stratégie de recherche de ©& en fonction de £ est mise en place ; dans 
les cas simples elle aboutit à la résolution d'inéquations du premier ou du second degré 
comme dans l'exemple I $ 17 du document 1 ci-dessus. Après la définition de la limite en un 
point x, appartenant à un intervalle I sur lequel f est définie, sauf peut-être en x, les auteurs 
x°—1 
x—l 
une limite en x, sans être nécessairement définie en x,. De même f peut-être définie en x, et 
sa limite différente de f(x,). Ainsi la fonction caractéristique @ de R' vérifie @(0) = 0, elle 
admet une limite en 0 égale à 1. Il est utile de le noter ici, car lus tard dans les années 80, les 
concepteurs des programmes définiront la limite de telle façon que si f est définie en x, elle 
est nécessairement continue en x, 1l suffit de remplacer la condition (2) ci-contre par 

O< x, _ x| <@. Dans l'exemple ci-dessus, selon cette définition de 1982, @ n'a pas de limite 


précisent, en donnant en exemple la fonction x——> en x,=1, que f peut avoir 


en 0 ! La définition d'une fonction continue en x, est la suivante : f est continue en x, si et 
seulement si elle est définie en ce point et admet une limite en ce point égale à f(x,). La 
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continuité sur un intervalle est interprété graphiquement et permet de donner du sens à 
l'énoncé du théorème des valeurs intermédiaires et du théorème de Bolzano (document 1 ci- 
dessus, figure 16) ; l'hypothèse "f continue sur [a,b] et f(a).f(b) < 0" entraîne l'existence de 
l'intersection de C; et x'Ox, si l'on admet que la courbe de f se trace sans lever le crayon. 
Cette preuve basée sur l’intuition géométrique, n'est possible que si l'on "sait tracer" C;, mais 
elle est suffisante pour l'élève de terminale. 
Enfin lorsque la fonction est de plus strictement monotone il est aisée de montrer qu’elle 
réalise une bijection de [a,b] sur [f(a),f(b)]. Les théorèmes sur les fonctions continues et 
monotones permettront de définir les fonctions UE comme fonctions réciproques des 
fonctions puissances sur [O,+c0f et plus loin dans le cours, la fonction exponentielle comme 
fonction réciproque de la fonction logarithme népérien. 

$2 Les dérivées. 
Document 2: Extraits de la collection « Cagnac et Thiberge(1963) 


DÉRIVÉES 


DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS 


F2. Définition. — Soit f une fonction de la variable + définie sur l'inter- 
ralle je, &[; soit x, un point de cet intervalle ; soit Molxy f(xo)) le point 
rrespondant de la courbe représentative L de la fonction f. D'après ce 
qui a été dit au n° 48, &, la recherche, par l'algèbre, de la tangente en M, 
i L conduit à la définition suivate : 


19 Définition de la dérivés en un point, —— On dit que la fonc- 
Hon f est dérivable au point +, où elle est définie, si le rapport 


FC) — fo) M 
* — *Xo 

ns une limite », lorsque x tend vers x,. 

Le nombre #, est appelé Ja dérivée de la fonction j au point Xy 

Si on pose + — x, — Ax, f(x) — f(x) =: Af, Af est l'accroissement 
de f correspondant à l'accroissement Ax de x à partir de x, et mx) = # 
set le taux d’accroissement de f entre x et x. On peut donc dire : 

La dérivée d'une fonction f en un point x est la limite, si elle existe, 
du taux d'accroissement de la fonction entre x et %o, lorsque x tend vers x. 


mx) = 


THÉORÈME DES ACCROISSEMENTS FINIS. — Sj une fonction f est 
continue sur l’intervalle fermé [2, b], (bornes a et b comprises} et si elle est 
dérivable sur l’intervalle ouvert ]a, b[ (bornes « et b non eomprises), il 
existe au moins un nombre « appartenant à l’intervaile ouvert Ja, B] 
(c £ a et c -< b) tel que 


a) LE —J@ = 6 — à fe, «ex, à | 


La formule (1} est appelée formule des accroissements finis; on ne 
lPécrira jamais sans l'accompagner de la condition c € Ja, b] qu'on pourra 
écrire plus explicitement & < € < b, ou b < € < a selon que a < b où 
a > b. 

REMARQUE. — La formule des accroissements finis s’interprète géo- 
métriquement de la manière suivante : au point C de la courbe L dont 
labscisse est c, point qui est distinct de A et de B, la tangente à la courbe L 
est parallèle à la corde AB. 
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THÉORÈME DIRECT. — Si une fonetion f est croissante et dérivable 
sur un intervaile, sa dérivée est positive ou nulle en chaque point de cet 
intervalle. 


20 Étude réciproque. — a} Soit d’abord une fonction f dérivable 
sur l'intervalle [a, b] et dont la dérivée, en chaque point de cet intervalle 
est positive (strictement), sauf peut-être en a et en b. 

Soient alors x, et x, deux nombres quelconques de cet intervalle. La 
fonction f est dérivable sur l'intervalle fermé [x,, x,]; elle y est donc conti- 
nue, et on peut lui appliquer, sur cet intervalle, la formule des accraisse- 
ments finis : 

() Fée) — fe) = (te — x) F'(c) c Elxy xol 
c appartient a fortiori à l'intervalle [a, 6] et, par hypothèse f'(c) > 0. 
L'égalité (1) prouve alors que les deux différences f{(x,) — f(x} et #2 — x 
sont de même signe; comme cette propriété a lieu quels que soient les 
nombres x, et x, de l'intervalle [a, b] on en conclut (n° 11) que la fonction f 
est croissante sur l'intervalle [a, b]. 


TuHÉoRÈME. — Si une fonetion f est dérivable sur un intervalle 
et si sa dérivée est positive en chaque point de cet intervalle, la fonetion f 
est croissante sur Pintervalle. 


REMARQUE 2. La définition de la dérivée est la même qu'en 1947, la dérivée est toujours 
la limite du taux d'accroissement lorsque x tend vers x,. Le point de vue quantitatif en terme 
d'approximation de f(x,+h) ou de développement limité de f, n'est pas mis en évidence. La 
définition de la dérivabilité à droite et à gauche est très soignée par les auteurs qui élargissent 
ainsi clairement le champ des fonctions qui peuvent être étudiées avec rigueur. Ces définitions 
sont illustrées par l'exemple de f:x — x° + 1x dont l'étude est faite au point 0 comme ceci : 


f ?— f 
six<0O ; SE PR Sex] ; lim @::4 
X X x0  X 
f + f 
ÉD ER. Le ie. 
X X x0* X 


Donc la dérivée à droite et la dérivée à gauche sont différentes, f est non dérivable en 0, mais 
Cf admet des demi-tangentes à droite et à gauche de coefficient directeur respectif 1 et-1. A 
condition d'admettre le théorème de Rolle, une phase déductive très formatrice est possible 
comme le montrent les extraits ci-dessus : la démonstration du théorème des accroissements 
finis accompagné de son interprétation géométrique, permet la démonstration du principe de 
Lagrange sur le sens de variation des fonctions. Le théorème direct est démontré par l'absurde 
en supposant f'(x,) <0 et f croissante. La réciproque décrite au 2° du document 2 utilise 
également le théorème des accroissements finis. 
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$3 Calcul intégral (1962-1965) 
document 3 (Cagnac et thiberge) : le théorème fondamental du calcul intégral. 


132. Extension du résultat précédent au cas d’une fonction 
quelconque. — Soit maintenant L la ligne représentative, en axes rectan- 
gulaires, d’une fonction f définie, continue et positive sur l'intervalle 
[a, b] (a < b). Soit x un nombre de cet intervalle. Marquons sur L (fig. 69) 
“ points À et M, d'abscisses a et x, qui 8e projettent en A’ et M' sur 
22 Les segments de droite AM, A'A, M'M 19, et l’arc AM de la ligne L 
limitent une surface appelée trapèze mixtiligne; son aire (®} est un 
nombre qui dépend de x, et que nous noterons S(x); nous avons ainsi 


M 
D) Rocsed 
À ee 
| LL 
Bt) LE æ 
M'exi Mze Az) 0] AQ@) Mar B'6) 


F1G. 69. 


défini une fonction $ de la variable x. Nous allons démontrer que S est 
une primitive de la fonction f. 

10 Supposons d’abord que la fonction f soit croissante sur l'intervalle 
fe, b]. Donnons à x un accroiSsement Ax, et soit AS l'accroissement corres- 
pondant de S(x). Soit M', et M, les points de Ox et de L qui ont pour 


abscisse x + Ax, P la projection orthogonale de M sur M',M, et P, celle 
de M, sur M'M. Si Ax est positif, AS est l’aire du trapèze mixtiligne 
M'M',M.M; cette aire est supérieure à celle du rectangle M'M', PM, 
de base Ax et de hauteur f(x) (fig. 69, I) et inférieure à celle du rectangle 
M'M',M.P, de base Ax et de hauteur M',M, — f(x + Ax). On peut 
donc écrire l'inégalité Ax.f(x) < AS < Ax.f(x + Ax), ou, puisque 


Ax > 0 AS 
Q) JG) < 0 < f(& + Ax). 
Ax 
Si Ax est négatif, l'accroissement AS est en fait une diminution ; 
AS est un nombre négatif dont la valeur absolue | — AS | est encore 
l'aire du trapèze mixtiligne M',M'MM, (fig. 69, II) : cette aire est infé- 
rieure à celle du rectangle M’,M'MP de base M’,M' = | Ax] = — Ax 


et de hauteur f(x), et supérieure à celle du rectangle M',M'P,M, de 
même base et de hauteur f(x + Ax). On peut donc écrire l'inégalité 
— Ax.f(x + Ax) < — AS < — Ax.f{x). En divisant ses trois membres 


par le nombre positif — Ax, on obtient l'inégalité : 
AS 
(2) f(x + Ax) < 2x < F6. 
x 


Si, x restant constant, Ax tend vers O par valeurs inférieures ou 
supérieures, f(x + Ax}) tend vers f(x) puisque la fonction f est continue. 


Or, d’après (1) et (2), le quotient ;: reste compris entre f(x), qui est 


Ax 
constant, et f(x + Ax), qui tend vers f(x) ; il tend lui-même vers f{x). La 
fonction $ est donc dérivable et a pour dérivée f : c’est une primitive de f. 

90 Si on avait supposé la fonction f décroissante sur l'intervalle 
[a, b], on aurait obtenu la double inégalité (1) dans l'hypothèse Ax < 0, 
la double inégalité (2) dans l'hypothèse Ax > 0, et on aurait été conduit 
au même résultat. 
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DÉFINITION. — On appelle fonction logarithme népérien (} de x 
1 
la primitive de la fonction . sur l’inftervalle ]0, + o{ qui prend, au point 


x = 1, la valeur 0. On désigne cette fonction par le symbole Log (avec 
un L majuscule). 
Cette définition peut être résumée par l'écriture suivante. 


| x > 0 
y = Logx <— (Log x) = = 
| Log 1-0 
REMARQUE 3 a) Comme en 1947, la démonstration repose sur l'interprétation de la 


courbe représentative de f et les propriétés intuitives de l'aire. Supposant f continue, positive 
et monotone sur [ab], les auteurs distinguent Ax>0et Ax <0 qui conduisent aux 


AS 
encadrements distincts (1) et (2) du document 3 ; la limite de me déduit en utilisant 
X 


explicitement la continuité de f en x... 

b) Dans les paragraphes suivants non produits ici, si F est une 
primitive de f, F(b)-F(a) prend une signification géométrique pour f continue et a et b 
quelconques en introduisant la notion d’aires algébriques et de domaines orientés du plan. Je 


b 
ne donne pas d'extrait sur cet exposé classique. Le terme "intégrale" et l'écriture J f(x)dx 


disparus en 1947 sont restaurés dès 1965. 

c) Pour la première fois dans ce siècle, l'existence admise de primitives 
pour toute fonction continue sur un intervalle permet une des grandes nouveautés du 
programme : la définition de nouvelles fonctions transcendantes, la fonction logarithme 
népérien et la fonction exponentielle réciproque de celle-ci. Une interprétation géométrique 
en terme d’aire (quadrature du segment d’hyperbole) accompagne cette définition et guide 
l'élève pour la démonstration de certaines propriétés de la fonction logarithme népérien. 


IV Bilan de la réforme de l'Analyse en 1962/1965. 
Les changements sont considérables. Il y a une réelle rupture avec le programme de 47. 

a) L'Analyse devient une discipline à part entière au sein du programme 
de mathématiques. L'ensemble du programme de M.E. se partage en trois parties quasiment 
d'égales importances : l'algèbre et l'arithmétique, la géométrie et enfin l'analyse. Bien entendu 
le problème de géométrie demeure pour quelques années l'épreuve ” reine" au baccalauréat. 
Cependant une ouverture considérable du champ des problèmes en analyse se réalise à partir 
de 1962 par l'étude des fonctions composées avec les fonctions logarithmes et exponentielles. 

b) Au plan des contenus, les notions de limites d'une fonction en un point 
sont définies en £ et n. La définition de la continuité et de la dérivabilité, accompagnée de 


la donnée du Théorème de Rolle donne lieu à des développements déductifs importants qui 
permettent de construire un cours d'analyse cohérent dès la classe de Terminale scientifique 
La notation d'intégrale définie est connue dès la terminale. Notons les calculs de dérivées et 
primitives des nouvelles fonctions définies à partir des fonctions logarithmes et exponentielles 
ainsi que les indéterminations à lever qui requièrent des techniques nouvelles d'encadrement 


11 Inx 
comme la limite de — en +. 
x 


c) Pour la première fois dans le siècle, le vocabulaire de la théorie des 
ensembles, les lois de compositions internes et la logique formelle font parties du discours 
au Lycée. Voici un extrait du manuel "Cours Maillard, par Girard et Lentin'"' publié en 
1963 chez Hachette qui le précise. 
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Symboles dont l’emploi est explicitement prévu dans le programme officiel : - 


symbole de l’appartenance : a € À, a élément de A. 

négation du symbole précédent : a & À, a n’est pas élément de A. 
inclusion au sens large : À & B, À est contenu dans B. 

inclusion au sens strict : À © B, À est strictement contenu dans B. 
symbole de l'implication logique. 

symbole de l’équivalence logique. 

quantificateur universel : pour tout(e), quel(le) que soit. 
quantificateur existentiel : il existe au moins un (e)... 

symbole de l'intersection. 


symbole de l’union. 


nl à DL 


ensemble vide. 


L'extrait ci-dessus montre qu'en 1963, lorsque le nouveau cours est appliqué en classe, les 
symboles de la théorie des ensembles et de la logique formelle sont déjà largement présents ; 
ils annoncent les "mathématiques modernes" qui seront enseignées dans toutes les sections 
quelques années plus tard. 

Les textes d'accompagnements des programmes, rendus nécessaires par la nouveauté des 
notations pour certains enseignants, conseillent la modération et la prudence dans 
l'application en classe de ces vocabulaires nouveaux ; ceci permet aux maîtres une adaptation 
"progressive" de leur enseignement. 

Si ce fut le cas à l'Université dans les années 55-56 avec les changements déjà évoqués et 
introduits par Choquet et le groupe Bourbaki, ces évolutions, concernant surtout en 1962 et 
65 l'analyse et le vocabulaire de la théorie des ensembles, ne sont pas vécus au Lycée comme 
un grand bouleversement. A cela on peut avancer plusieurs raisons. 

e Ce n'est pas un enseignement de masse. Le public concerné par ces nouveaux 
programmes est limité aux sections scientifiques C et T. Les élèves continuent à 
passer par des filtres sérieux pour arriver dans les secondes C ou E; en première et 
terminale l'horaire de Mathématiques est adapté à l'ambition des objectifs. 

e Les enseignants des classes de T.C. ou T.E sont choisis! parmi les meilleurs ou 
supposés comme tels. 

e IL n'y a pas révolution mais plutôt un "aménagement" équilibré entre les notions 
enseignées depuis le début du siècle et des apports nouveaux tels : fonctions continues 
et monotones, théorème des accroissements finis et fonctions logarithme et 
exponentielle. Ceci est réalisé dans un texte conservateur de l'essentiel, notamment en 
géométrie. Sa courte vie rend plus difficile à évaluer l'impact exact de l'enseignement 
dans les classes de cette réforme et par suite de conclure sur son succès. En effet, 
nous sommes trop proches du grand chambardement apporté par l'introduction des 
"Mathématiques modernes" de la maternelle à l'université. 

En conclusion, par la force des choses, cette réforme sera réduite à un rôle de transition ; à 
mon sens, elle méritait mieux. 


! Jusqu'au début des années 80, les professeurs de Mathématique TC ou TE sont choisis par l'Inspection générale ; les L.P.R. prendront le 
relais jusqu'à la suppression de la TC et son remplacement par la TS en 1994. 
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2° PARTIE LA GEOMETRIE DANS 
LES ANNEES 60 


I Les grandes lignes de la réforme en géométrie en 1962 
La stabilité. 

En géométrie depuis le début du siècle les évolutions au lycée portent surtout sur les 
méthodes et peu sur les contenus. En 1962, comme en 1925 et 1947, il y a continuité sur le 
corpus : les transformations et les coniques restent les deux piliers autours desquels 
s'organisent les autres chapitres. 

Les changements. 
La géométrie descriptive et la cinématique sont désormais des chapitres du cours de 
géométrie. La notion de barycentre et la fonction scalaire de Leibnitz sont nouvellement 
introduits au $ IV du programme ci-dessous. Pour la première fois dans le siècle, la notion 
de groupe de transformations figure officiellement au programme. La transformation par 
polaire réciproque revient au $ V après une éclipse depuis 1947. L'essentiel du cours sur les 
coniques est inchangé à l'exception de l'intersection d'une droite et d'une conique, et des 
théorèmes de Poncelet qui sont supprimés. 
L'analyse et surtout l'introduction des structures algébriques et du vocabulaire de la théorie 
des ensembles prennent une place importante dans les programmes. Par voie de conséquence, 
dans la pratique en classe, la part de la géométrie est minorée pour la première fois depuis le 
début du siècle. 
Bien que les amputations en géométrie soient peu visibles, les enseignants sont dans 
l'obligation de réduire le temps imparti à la recherche des exercices et problèmes. Le 
traditionnel problème hebdomadaire de géométrie n'est plus possible désormais en classe de 
TC comme il l’était en ME (mathématiques élémentaires). 
L'apparition des notations ensemblistes et des structures en 1962 est bien l'amorce d'un virage 
en géométrie. Ce tournant, à 180 °, sera réalisé entièrement par la reforme de 1970 dite des " 
"Mathématiques modernes" et appliquée en 1972 en Terminale. 
Comme nous pourrons le constater, le programme de géométrie de 1962 est donc bien le 
dernier du siècle qui soit si riche dans le respect de la méthode euclidienne. 
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II Textes officiels des programmes de géométrie de 1962 


PROGRAMME DU 6 MARS 1962 
GÉOMÉTRIE ET CINÉMATIQUE 


1. — Géométrie descriptive. 


{La géométrie descriptive doit être traitée, non comme 
une discipline séparée, mais comme une partie de La 
géométrie, où sont étudiés quelques problèmes de 
représentation de figures de l'espace. Les notions de 
géométrie descriptive, et, plus généralement, l'opération 
de projection sur des plans convenablement choisis 
trouvent leur emploi, soit comme moyen de recherche, 
soit comme moyen de représentation, dans de nom- 
breuses questions, par exemple : symétries du cube, 
du tétraèdre régulier, projection orthogonale d'un 


cercle, etc.) 
Représentation d’un point et d’un ensemble de 


points à l’aide de projections orthogonales sur deux 
plans rectangulaires. Vocabulaire relatif aux droites 
et plans occupant des positions particulières par 
rapport aux plans de prejection. 

Changement de plan frontal, changement de plan 
horizontal. 

Représentation des droites et des plans; problèmes 
d'intersection, de parallélisme, d’orthogonalilé [une 
fois expliquées les solutions géométriques de ces 
problèmes, on se bornera à traiter quelques exer- 
cices d'application simples, en utilisant éventuelle- 
ment un changement de plan). 

Problème de la perpendiculaire commune à deux 
droites et de leur plus courte distance : 


19 lorsque les deux droites sont horizontales { ou 
frontales) : 


2 lorsque l’une d’elles est verticale (ou de bout). 

Rotation autour d'un axe vertical ou de bout 
(liaison avec l'étude de la transformation par rota- 
tion). 

Rabattement d'un plan sur un plan horizontal 
ou frontal (liaison avec la transformation par affi- 
nité plane). Relèvement. 

Distance de deux points, d'un point à une droite, 
d'un point à un plan; angle de deux droites. 


IL. — Compléments de géométrie orientée. 


4. Géométrie plane. Angle orienté de deux demi- 
droites ou de deux vecteurs (rappel). Angle orienté 
de deux droites. 

Mesure, dans un plan orienté, d'un angle orienté 
de deux demi-droites, de deux droites. Formules 
de Chasles. Repérage d’une direction d’axe ou de 
droite dans un plan orienté muni d’un axe polaire : 
angle polaire. 

2. Géométrie dans l’espace. Orientation d'un trièdre, 
comparaison des sens de deux trièdres orientés. 

Orientation de l’espace. Espace orienté par le 
choix d'un trièdre orienté. 


111. — Compléments sur le cercle en géo- 
métrie plane et sur la sphère. 


1. Ensemble des points M d'un plan tels que, 
À et B étant deux points de ce plan, l'angle orienté 


A | , 
de vecteurs (MA, MB), ou l’angle orienté de droites 
(MA, MB) soit égal à un angle donné. 


2. Puissance d’un point par rapport à un cercle, 
Différence des puissances d’un pôint par rapport 
à deux cercles, axe radical de deux cercles. 

Cercles orthogonaux. 


Faisceaux linéaires de cercles; faisceaux ortho- 
gonaux. 


3. Points conjugués, polaire d’un point par rap- 
port à un cercle; pôle d’une droite, droites conju- 
guées, 

Définition d'une transformation par polaires 
réciproques par rapport à un cercle; transformé 
d'une division harmonique de quatre points alignés. 


4. Cônes et cylindres eirconscrits à une sphère. 


IV. — Coordonnées cartésiennes dans 
l’espace. Notion de géométrie analytique. 

{Le rappel des notions de géométrie analytique plane 
acquises en Seconde el en Première interviendra 
naturellement à l'occasion de l'étude de divers cha- 
pitres du présent programme ou à l'occasion de pro- 
blèmes : il ne doit pas donner lieu à une revision sys- 
tématique.) 

1. Définition d'un repère cariésien dans l'espace : 
axes obliques, axes rectangulaires, choix des unités 
sur les axes, vecteurs-unités; repère orthonormé,. 

Composantes scalaires (coordonnées) d'un vec- 
teur; coordonnées d’un point. Représentation vec- 
torielle d’un vecteur, d’un point, au moyen de leurs 
coordonnées et des vecteurs-unités. Paramètres 
directeurs d’une direction de droite. 

Changement de coordonnées par translatioa du 
repère. 

2. Barycentre d'un système de n points affectés 
de coefficients dont la somme n’est pas nulle, défi- 
nition. Coordonnées du barycentre. Centre de gra- 
vité d'un triangle, d’un tétraèdre. Transformation 
d'une somme aMA? + SMB? + + MC. 

3. Représentations paramétriques d’une droite. 


4. Repère orthonormé : expression analytique du 
produit scalaire de deux vecteurs. 

Distance de deux points; cosinus de l’angle de deux 
vecteurs; condition d'orthogonalité de deux vecteurs 
ou de deux droites. Equation normale d’une droite 
en géométrie plane, d’un plan dans l’espace. 

Équation d'une sphère donnée par son centre 
et son rayon. Équation d'un cône ou d’un cylindre 
de révolution ayant pour axe de révolution l’un des 
axes de coordonnées. 


Hélice circulaire; représentation paramétrique 


T = COS U, y = & Sin U, z— bu; 
projection orthogonale sur un plan contenant 
l'axe Oz. 


{L'étude de prohlèmes sur les droites et les plans : 
intersections, positions relatives, parallélisme... est 
en dehors du programme.) 

5. Vecteur variable fonction d'un paramètre : 
Dérivée vectorielle relativement à un repère donné 
(indépendant du paramètre). Coordonnées du vecteur 
dérivé (repère cartésien normé}. Dérivées succes- 
sives. 

Dérivée d’une somme vectorielle, du produit 
d’un vecteur par un scalaire (variable), du produit 
scalaire de deux vecteurs. 


V. — Transformations ponctuelles (plan 
et espace). 

1. Généralités. ‘Transformation réciproque 
d'une transformation. Transformations involutives. 
Composition de transformations (produit); associa- 
tivité. Groupe de transformations. 
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10 GÉOMÉTRIE 


9. Translation. Revision des questions figurant 


au programme de Seconde À’, C, M, M’. Produit 
de translations; groupe des translations. 


3. Déplacements et symétries en géométrie plane. 
Rotation autour d’un point; symétrie par rapport 
à un point. Symétrie {orthogonale) par rapport à une 
droite (symétrie axiale). - 

Produit de deux symétries axiales; toute trans- 
lation ou rotation est un produit de deux symétries 
axiales. Produits de translations, de rotations 
et de symétries axiales : formes réduites [une trans- 
lation, ou une rotation, ou le produit d’une symétrie 
axiale et d’une translation parallèle à l'axe). 

Déplacement. Forme réduite d'un déplacement; 
centre de rotation. Groupe des déplacements. 


&. Déplacements dans l'espace. Rotation autour 
d'un axe; retournement {symétrie orthogonale par 
rapport à une droite). 

Produits de deux retournements (axes copla- 
naires, axes non coplanaires). Toute translation ou 
rotation est un produit de deux retournements. 

Produits de translations et de rotations, forme 
réduite; « déplacement » hélicoïdal. 

Déplacement dans l'espace. (On pourra admettre 
que tout déplacement est équivalent à un déplacement 
hélicoïdal.) Groupe des déplacements. 


5. Symétries dans l'espace. Symétrie par rapport 
à un point; symétrie par rapport à un plan. Produits 
de deux telles symétries. 

Toute translation ou rotation est un produit de 
deux symétries par rapport à un plan. 


6. Plans de symétrie, axes, centres de symétrie d'une 
figure. Définitions. Exemples couple de droites, 
couple de plans, triangle équilatéral, cube, tétraèdre 
régulier. 


7. Homathétie (plan et espace). Revision des 
questions figurant au programme de Seconde À, 
C, M, M’. Produits de deux homothéties, d'une homo- 
thétie et d’une translation. (Groupe des homothéties 
translations. ; 

Applications de l'homothétie. Cercles homothé- 
tiques dans l’espace. Centre d'homothétie de deux 
sphères, de trois sphères prises deux à deux. 


8. Similitudes. Similitude (directe) en géométrie 
plane. Forme réduite; centre de similitude. 

Définition des figures semblables dans l’espace 
{se correspondant par le produit d'un déplacement 
et d'une homothétie positive]. L'étude générale 
de la transformation « Simikitude » dans l'espace, 
la recherche d'une forme réduite sont en dehors 
du programme. 

Rapport des aires de deux polygones plans sem- 
blables, rapport des volumes de deux polyèdres 
semblables. 


9. Affinité { Géométrie plane). Définition. Produit 
de deux affinités ayant même axe et même direc- 
tion. Transformée d'une droite; transformée de Ia 
tangente en un point d’une courbe. 

Affinité orthogonale; interprétation à l’aide d’une 
rotation et d’une projection orthogonale. 


10. Inversion. Définition. Produit de deux inver- 
sions ayant même pôle; produit d'une inversion 
et d'une homothétie ayant pour centre Île pôle 
d'inversion. Gercle (ou sphère) d’inversion. 

Étude, en géométrie plane seulement, des questions 
suivantes relatives à l'inversion : 

Conservation du contact; problème de la conser- 
vation des angles. 

Transformés d’une droite, d’un cercle. Inversions 


pouvant échanger : une droite et un cercle, deux 
cercles. 
Transformés par inversion des cereles d’un fais- 


ceau linéaire. 


VI. — Coniques. 


{Le choix des définitions, l'ordre de présentation 
des diverses questions sur les coniques, et, notam- 
ment, de leurs propriétés caractéristiques, ne sont 
nullement imposés, ni même suggérés, par l'ordre 
d'énumération adopté ci-après.) 


1. Définition et propriétés caractéristiques ponc- 
tuelles de l'ellipse, de l'hyperbole, de la parabole : 

Géométrie plane : Lieu des centres des cercles 
passant par un point donné et tangents à une droite 
ou à un cercle donné; lieu des points dont la somme 
ou la différence des distances à deux points donnés 
a une valeur donnée. 

Géométrie plane : Lieu des points dont le rapport 
des distances à un point et à une droite a une valeur 
donnée. 

Sections planes d’un cône de révolution. Sections 
planes d’un cylindre de révolution. 

Équations de l’ellipse et de l'hyperbole rapportées 
à leurs axes de symétrie. Équation de la parabole 
rapportée à son axe et à sa tangente au sommet. 

Étude de la courbe représentée, en coordonnées 
rectangulaires, par l'équation : 


= a + bx + c. 


9. Existence de la tangente à une conique en un 
point. 

Asymptotes de l'hyperbole. Équation d'une hyper- 
bole rapportée à ses asymptotes. 

Propriétés élémentaires des tangentes relative- 
ment aux foyers : projections orthogonales d'un 
foyer sur les tangentes; symétriques d’un foyer 
par rapport aux tangentes. 

Notion d’enveloppe de droites, en géométrie 
plane, à propos de l'étude de l’ensemble des droites 
telles que la projection orthogonale d’un point donné 
sur chacune d'elles soit sur un cercle donné, ou sur 
une droite donnée, et de l’ensemble des médiatrices 
des segments joignant un point fixe aux différents 
points d’un cercle ou d’une droite. 


3. Affinités orthogonales faisant correspondre 
une ellipse et son cercle principal; ellipse considérée 
comme projection orthogonale d'un cercle. Aire 
de l’ellipse. 

(L'étude des diamètres des coniques, l'extension 
à une conique, considérée comme projection ou pers- 
pective d'un cercle, des propr iétés des éléments conjugués 
par rapport à un cercle, sont en dehors du programme.) 


VII. — Cinématique. 


1. Mouvement d'un point. Sa relativité. Trajectoire. 

Modes de définition d'un mouvement : 

— par les coordonnées du mobile par rapport 
à un repère cartésien fixe. 

— par la donnée d’un support géométrique de la 
trajectoire, et par une loi horaire. 


2. Vecteur-vitesse d’un point. 

Vecteur-vitesse à un instant donné. 

Coordonnées du vecteur-vitesse, lorsque le mou- 
vement est défini par rapport à un repère cartésien 
donné. Vecteur-vitesse de la projection du mobile 
sur un plan ou sur une droite fixe. 

Détermination du vecteur-vitesse lorsque lon 
connaît le support géométrique de la trajectoire 
et la loi horaire. 
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Mouvement circulaire vitesse 


angulaire. 


vecteur-vitesse, 


3. Vecteur-accélération d’un point. 

Hodographe. Définition du vecteur-accélération 
à un instant donné. Coordonnées du vecteur-accé- 
lération, lorsque le mouvement est défini par rap- 
port à un repère cartésien donné. Vecteur-accé- 
iération de la projection du mobile sur une droite 
ou sur un plan fixe. 


k. Étude particulière des mouvements suivants 
(description du mouvement, propriétés du vecteur- 


Mouvement rectiligne défini par l'équation horaite : 
æ = a cos (wi + x) + b cos [wt + fi). 
— Mouvement hélicoïdal uniforme. 


5. Mouvement d’un point dont le vecteur-accé- 
lération reste équipollent à un vecteur fixe donrié 
(liaison avec le mouvement d’un point pesant dans 
le vide) : trajectoire, mouvements projetés sur un 
axe parallèle et sur un plan perpendiculaire au vec- 
teur-accélération. 


6. Mouvement de iranslation d’un corps solide par 
rapport à un repère donné. 


Trajectoires, vecteurs-vitesse, vecteurs-accéléra- 
tion des divers points invariablement liés au corps. 


vitesse et du vecteur-aceélération) : 
— Mouvement rectiligne uniforme. 


— Mouvement rectiligne uniformément varié. Changement de repère {mouvement d'un point) : 
— Mouvement circulaire uniforme. composition des vitesses uniquement dans le cas 
— Mouvement rectiligne vibratoire simple. où le mouvement d'entraînement est un mouvement 


Relation entre ces deux derniers mouvements. de translation, 


III Stratégie du choix des extraits de manuels de 1962. 


Le cours sur les coniques est présent dans les programmes avec peu de modification depuis le 
début de notre étude en 1902/1905 ; il importe d'en montrer des extraits de 1962, avant les 
amputations importantes qu'il va subir ensuite, pour être réduit à très peu de chose, en fin de 
siècle. 

IL me semble intéressant de présenter un exposé très détaillé sur les " figures égales dans le 
plan et l'espace" extrait de "Géométrie" de la collection G. Cagnac et L.Thiberge. La 
"bataille" pour un bouleversement radical des programmes est déjà engagée, avec la 
perspective d'une domination de l'algèbre linéaire dont la géométrie ne serait plus qu'un 
chapitre. Les auteurs de ce manuel en sont conscients et défendent dans ce paragraphe l'idée 
qu'une géométrie selon la méthode euclidienne est possible en 1962. Dans le même esprit le 
chapitre sur les isométries évolue vers une recherche de rigueur plus grande dans l'exposé. 
Les groupes de transformations en relation avec les invariants des figures donnent un nouvel 
éclairage à ces questions. 

La géométrie descriptive est pour la dernière fois étudiée en Terminale, à la fois pour la 
représentation de certaines figures spatiales et comme éléments de démonstrations ; par 
exemple dans la recherche des symétries du cube. 

Les extraits sont choisis dans deux manuels : 

L'ouvrage de ""Géométrie"' de la collection G. Cagnac et L.Thiberge publié chez Masson 
en 1963 et écrit par J. Commeau, professeur de Mathématiques supérieures au Lycée Kléber 
de Strasbourg ; G. Cagnac et L.Thiberge sont des inspecteurs généraux très influents à 
l'époque. 

C'est un ouvrage de référence, très rigoureux, très riche en exercices et problèmes modèles 
avec leurs solutions. 

Le ‘'Géométrie /Mécanique'' du Cours Maillard, publié chez Hachette en 1964, est écrit 
par G.Girard et A. Lentin. Mr Maillard, inspecteur général, a lui-même écrit des ouvrages 
pour le programme de 1947 ; G.Girard et A. Lentin sont des professeurs agrégés de 
mathématiques. Cet ouvrage sous une présentation modernisée pour l'époque me semble 
accessible au plus grand nombre. 
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IV Une approche plus rigoureuse de ‘'figures égales" dans le plan ou l'espace. 


$1 Généralités (document 1 : Géométrie ; Préambule. Cagnac et Thiberge). 


La Géométrie, telle qu'elle est exposée traditionnellement dans l’enseignement 
français, est une construction abstraite de l'esprit, édifiée à partir de certains faits qui 
nous sont révélés par nos sens, principalement la vue. Cette construction repose essen- 
tiellement sur la notion expérimentale que nous avons de certaines figures élémentaires. 
Nous allons reprendre l’étude de ces fondements afin de présenter au lecteur, sous forme 
synthétique, une sorte d’aperçu historique de ce que, au cours de ses études antérieures, 
et dans ce volume même, on lui a demandé d’admettre comme ne pouvant faire l’objet 
d’une démonstration. Ainsi sera fait le point des notions premières à partir desquelles 
a été construite la Géométrie qu’on lui a enseignée. 

Nous devons ajouter, toutefois, que des penseurs, épris de logique pure, renoncent 
à faire appel aux données de notre expérience sensorielle, et contestent, de ce point 
de vue, la solidité logique de notre édifice géométrique. Ils se sont demandé s’il est 
possible de construire la Géométrie de manière purement abstraite, sans faire appel à 
l’observation, une Géométrie accessible à un pur esprit dénué de notre expérience 
d’êtres humains. Leurs recherches ont été couronnées de succès, et ont jeté une vive 
lumière sur la structure même de la Géométrie, mais nous n ’évoquerons pas ici Jeu 
travaux, dont l’ensemble constitue la « Géométrie axiomatique. » 


GÉNÉRALITÉS 


144. Termes primitifs. Axiomes. — 10 Termes primitifs — 
Pour exposer les notions fondamentales qui servent de base à la Géométrie, 
nous devons utiliser des mots dont il est impossible de donner une déf- 
nition, et qu’on appelle, pour cette raison, termes primitifs : point, ensemble 
de points (ou figure), ligne, surface, espace, droite, plan, etc. Il n’y a pas 
lieu de s’en étonner, car cette nécessité d'utiliser des mots non définis 
n’est pas particulière au Géomètre ; en effet, on ne peut définir le sens d’un 
mot qu’à l’aide d’autres mots, lesquels appellent eux-mêmes une définition ; 
et comme toute langue ne possède qu’un nombre fini de mots, on est conduit 
fatalement, si l’on veut définir tous les mots qui servent à composer une 
définition, à utiliser le mot initial qu’on se proposait de définir. En d’autres 
termes, les dictionnaires usuels ne peuvent être que des recueils de cercles 
vicieux. Le mathématicien reconnaît qu’il existe des mots qu’il ne peut pas 
définir. 


20 Axiomes. —- Le but du Géomètre est de découvrir, et de 
démontrer, les propriétés des figures de plus en plus complexes qu’il 
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élabore à partir des figures élémentaires. Or, démontrer une propriété, 
c’est déduire logiquement cette propriété d’autres propriétés déjà connues; 
puisque la Géométrie a un commencement, les premiers théorèmes ne 
peuvent être démontrés qu'à partir d’autres propriétés non démontrées 
logiquement, et qui sont simplement issues de l’observation et de l’ex- 
périence : ces propriétés sont appelées axiomes. Dire qu’un fait géomé- 
trique observé, sur un dessin par exemple, est érigé en axiome, c’est 
dire qu’il s’agit d’une propriété initiale, non démontrable à partir de 
propriétés antérieures. Chaque fois que nous sommes contraints de dire : 
« on voit que … », (on constate Que … » nous érigeons en axiome un fait 
expérimental. Énoncer un axiome revient à convenir qu’on n'entend pas 
donner, d’une certaine propriété, d'autre justification que ce que nous révèle 
l'observation. Il résulte de là que si nous supposons initialement ras- 
"semblés tous les axiomes nécessaires au développement dela Géométrie, nous 
nous interdisons ultérieurement d’utiliser les locutions précitées (on voit 
que …, on constate que …) ; pour rappeler une propriété antérieure, nous 
devrons dire : « on a admis que … » s’il s’agit d’un axiome, et «on a 
démontré que … » s’il s’agit d’une propriété établie logiquement à partir 
des axiomes de base. 

Il est possible, et même de plusieurs manières, de réduire le nombre 
des propositions à admettre, et de constituer un ensemble d’axiomes, 
dits fondamentaux, indépendants les uns des autres. Mais, pour éviter 
des longueurs et des complications, nous conviendrons d’admettre plus 
d'axiomes qu’il n’est nécessaire ; autrement dit, il nous arrivera d’énoncer 
comme axiomes des propriétés qui pourraient être déduites logiquement 
d’autres propriétés énoncées aussi, antérieurement, comme axiomes. 


3° Extension de la notion d'’axiome. — Un axiome est un fait 
géométrique observé et qu’on renonce à établir logiquement : telle a pu 
être, d’abord, la définition des axiomes à partir desquels la géométrie 
classique se construit par voie logique. 

Par extension, un système d’axiomes est un ensemble de lois, de 
conventions inséparables des objets qu’elles concernent. Les axiomes sont 
maintenant devenus essentiellement législatifs, et l’on peut dire : « Un 
système d'axiomes est un ensemble de lois constituant une définition implicite 
et permanente des êtres qu’on se propose d'étudier. » 

Dans le domaine social, il existe une science des lois, on l’appelle 
«le droit »; en Mathématiques, il existe aussi une science des lois, on 
l'appelle « l’axiomatique ». Le lecteur n'a pas à étudier l’axiomatique, 
qui est affaire de savant, mais il a à connaître les axiomes qui sont à la base 
des mathématiaues au'il étudie. 


REMARQUE 1. La présence dans ce manuel de ce préambule à l'étude des "figures égales" 
a un caractère inhabituel et m'inspire les réflexions suivantes. Ce rappel, un véritable 
cours en fait, semble s'adresser plutôt aux enseignants pour bien leur rappeler que la 
géométrie qui va être développée est toujours euclidienne, fondée sur l'observation des objets 
réels. Ce retour sur le caractère spécifique de "la méthode euclidienne”", rarissime dans un 
manuel scolaire, est encore renforcé par la présence dans le programme des groupes de 
transformations qui donnent un nouvel éclairage à l'enseignement de la géométrie en 
application du programme d'Erlangen de Félix Klein. Si l'auteur justifie avec autant de soin 
"la méthode euclidienne", c'est a mon avis qu'il voit "poindre le danger”. En fait, comme je 
l'ai dit plus haut, les changements qui conduiront à la prédominance de l'algèbre linéaire sont 
déjà dans l'air. Et puisqu'il est impossible d'enseigner au lycée la géométrie axiomatique de 
Hilbert, l'auteur sait très bien qu'abandonner la méthode euclidienne c'est nécessairement 
réduire au minimum le cours de géométrie. Il a raison, comme nous le constaterons en 1972. 


127 


Au paragraphe 144, il enfonce le clou en rappelant le sens des termes primitifs et des 
axiomes" qui sont à la base de la géométrie d'Euclide. Puis aux paragraphes suivants, non 
repris ici, pour poser les "bases expérimentales de la géométrie métrique" il précise la notion 
mathématique de "figure invariable" ou "solide" comme idéalisation de corps solides 
existants. Face à une analyse plus formalisée et une arithmétique mieux construite à l'aide du 
vocabulaire ensembliste et des structures algébriques enseignées dès 1962 dans les séries 
scientifiques, les partisans de la géométrie des figures désirent "prouver" que celle-ci 
demeure une grande école de rigueur logique. 


$2 Définitions des figures égales (document 2 : Cagnac et Thiberge) 


148. Égalité des figures invariables. — Lorsque, dansla salle de classe $ 
nous observons un élève manipulant une règle métallique, qui est un solide 
R, nous acquérons la notion que cette règle peut occuper diverses positions 
par rapport au solide $. Considérons, abstraitement, l’une de ces posi- 
tions comme l’ensemble des points liés à S, avec lesquels coïncident 


les divers points de R; autrement dit, considérons R comme l’image 
d’une figure F formée de points liés à $. Le fait expérimental que R est 
un corps solide se traduit en langage géométrique en disant que les figures 
invariables F, et F, associées à deux positions R, et R, de R sont deux 
figures égales. Considérons encore deux objets solides, moulés, issus du même 
moule ; considérons-les comme images de deux figures géométriques ; de 
même que nous disons que les deux objets sont égaux, nous dirons que les 
deux figures géométriques associées sont égales. De plus, si la coïncidence 
point par point des deux objets est irréalisable matériellement, nous 
concevons qu’elle soit possible pour les figures géométriques idéales et 
immatérielles dont ces objets sont les images. En résumé, nous dirons que 
deux figures géométriques invariables sont égales si elles ont pour images deux 
positions d’un même corps solide, ou deux corps solides égaux. 

Nous sommes ainsi conduits à dire que la figure F, est égale à la 
figure F, si on peut amener F, en coïncidence point par point avec F, ; 
cette propriété est : 

réflexive (F, est égale à elle-même) ; 

symétrique (F, est aussi égale à F;) ; 

transitive (si F, est égale à F,etsi F,est égale à F,, alors F, est égale à F;). 

L'égalité de deux figures invariables en Géométrie est donc une rela- 
tion d'équivalence (cf. Arith., n° 12). 

On admet qu'un point M, peut coïncider avec un point M, : deux 
points sont donc des figures égales. Si deux figures F; et F, sont égales, 
tout point M,-de F, peut venir en coïncidence avec un point M, de F,. Les 
points M, et M, sont dits homologues dans les deux figures. Deux figures 
fi et fa décrites, dans les deux figures F, et F,, par deux points homologues 
M, et M, sont, de même, dites homologues. 


151. Égalité directe des figures dans le plan. — 1° Soit I le plan 
que regarde l’observateur comme il a été expliqué au n° 10. Soit (fig. 183) 
& 

X un axe de II, Ax et Ax, les demi-droites positive et négative déterminées 
sur cet axe par un point À ; soit II, et IL, les demi-plans de gauche et de 
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, A a Dee 
# à , $ “ 4 at 
a associés à 1 axe X ; soit X’, A'x', A'x',, Il',, I’, une figure analogue 
u plan II. On a admis comme axiome (n° 10) qu’on peut faire coïncider, res- 


. = —_ 

pectivement À avec A', X avec X', IL, avec Il, (et, par conséquent, I, avec 
Il’,), ceci sans qu'aucun point du plan II sorte 

de ce plan; on convient de dire qu’on a réalisé Il 
alors un glissement du plan II sur lui-même. ; x x! 

Soit F une figure du plan I, liée à la demi- A | 
droite Ax, et F’ la position que vient occuper F x, Fu EE 
quand Ax vient coïncider avec A'x'; on dit me | 
que F' est déduite de F par glissement du 
plan IT sur lui-même ; on dit encore, pour une à 
raison qui apparaîtra plus loin, que la figure F' est Fic. 183. 
directement égale à la figure F dans le plan IT. 

L'emploi du mot « glissement » vient de l'expérience courante, qui 
montre qu'une plaque métallique plane peut se déplacer sur une table 
en restant en contact avec elle en tous les points d’un plan ; cette même 
expérience montre qu’on peut, concrètement, réaliser la coïncidence de F 
et de F' sans faire intervenir les points extérieurs à l’espace &,, à deux 
dimensions, constitué par l’ensemble des points du plan Il. 


152. Conditions métriques de l'égalité directe de deux figures 
d'un même plan (fig. 185). | 
THÉORÈME. — Pour que deux figures F et F’ d’un plan orienté IT soient 
directement égales, il faut et il suffit qu’elles se correspondent point par 
point de façon que, À et B étant deux points fixes, et M un point variable 
de F,et A', B', M' les points qui leur correspondent dans F’, les relations 
suivantes soient réalisées. 
AB — A'B' | | 
o AM — AM . quel que le point M 
(48, AM) = (AB, AM) SAATENREUES 
= <e , 10 Les conditions sont nécessaires, 
Z' çar si les figures F et F’ sont direc- 
tement égales dans le plan P, les rela- 
À tions (1) sont vérifiées puisqu'elles 
sont extraites des relations plus géné- 
B rales (6) et (31) établies précédem- 


A B 
Fic. 185. ment (151, 20). 


Cas D'ÉGALITÉ DIRECTE DE DEUX TRIANGLES DU PLAN. — Le théorème 
précédent où l’on suppose M fixe, non situé sur AB, fournit une condition 
suffisante d'égalité directe des triangles ABM et A'B'M' du plan P. C'est 
le second cas classique d'égalité des triangles, mais précisé au point de 
vue de l'orientation grâce à la considération d’angles orientés de vecteurs. 

On pourrait de même préciser, au point de vue de l'orientation, le 
premier cas classique d'égalité des triangles. Démontrons que si ABM, 
A'BM' sont deux triangles du plan P vérifiant les relations : 


| AB AB 
(D (AB, AM) = (A'B', AM") 
(BA, BM) = (B'A', B'M') 


ces deux triangles sont directement égaux. 

En effet (fig. 186), d’après la première des relations (IT), il existe un 
glissement du plan P sur lui-même faisant 
coïncider À avec À’, B avec B' (n° 151); 
d’après les deux autres, ce glissement 
assure la coïncidence des droites AM et 
A'M' d’une part, BM et B'M' d’autre 
part (n°25); comme les droites AM et BM À 
sont distinctes de la droite AB, M vient 
en coïncidence avec M'. Pic. 186. 

On voit ainsi comment les cas 
d'égalité des triangles sont liés aux axiomes de la Géométrie. 


Remarque. — Une fois acquis les deux premiers cas d'égalité des 
— —— : : 
triangles, on peut démontrer que si AB — A'P', les droites AB et A'B' 
étant parallèles au sens strict, ABB'A' est un parallélogramme, et inverse- 
ment. On fait ainsi la jonction avec la définition donnée en géométrie 
affine pour les vecteurs équipollents (voir Géom., gd C.M., n° 75). 
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155. Conditions métriques de légalité de deux figures dans 
l’espace. 

TuéorèMe. — Pour que deux figures F et F’ de l’espace soient égales, 
il faut et il suffit qu’elles se correspondent point par point de manière 
que, À, B, C étant trois points fixes, non alignés, et M un point variable, 
de la figure F, leurs homologues À’, B', C', M' dans la figure F' satis- 
fassent, quel que soit le point M, aux conditions suivantes : 


BC — B'C', CA — C'A', AB — A'B'; 


AM — A'M' et BM — B'M' 
O : les { (ABC, AB, ABM) | ont même sens 
dièdres ñ £ et 
orientés | (A'B'C', A'B', A'B'M') \ même mesure 


REMARQUE 2. Au paragraphe 148 ( document 2) l'égalité de deux "figures invariables" est 
définie, selon la tradition, par "coïncidence". Pour l'élève, l'objet réel et son idéalisation 
mathématique sont différenciés. Aïnsi l'auteur fait remarquer que tout point M de la figure 
idéale F peut toujours venir coïncider avec un point M' de la figure égale F' ; ce qui n'est pas 
le cas pour les deux objets dont F et F' sont les images idéalisées. La référence à la relation 
d'équivalence est une innovation dans l'exposé en accord avec l'esprit du programme de 1962. 
Pour ne pas alourdir l'exposé, je ne donne pas les extraits concernant la géométrie sur une 
droite euclidienne. Au $ 151, dans un plan 7, la définition de l'égalité directe reste classique. 
Sinon il faudrait utiliser l'algèbre linéaire et une formalisation comportant le groupe(O* ,.)des 


rotations vectorielles du plan. Le mouvement " glissement" de x sur lui-même est défini avec 
soin. Aux $152 et 155,  l'égalités des figures du plan et de l'espace sont définies avec la 
recherche d'une rigueur plus grande. 

Ces critères ou conditions nécessaires et suffisantes "d'égalité directe" permettront d'étudier 
les isométries, les déplacements et antidéplacements sans référence au mouvement. La 
définition d'éléments homologues d'un segment, et d'un angle orienté dans le glissement d'une 
figure F sur F' permettent d'établir ces critères qui seront ensuite utilisés systématiquement. 
Notamment dans les cas d'égalités directes de deux triangles qui assurent la cohérence du 
cours avec les premières "démonstrations" de la classe de 6° à partir des axiomes d'Euclide. 
Le même travail est réalisé dans l'espace pour des figures "égales" sans le qualificatif "direct". 


$3 isométries. document 3 ( in Cagnac et Thiberge ) 


ISOMÉTRIES 


157. Position du problème et définitions. — Dans deux figures égales, 
les segments homologues ont même longueur. Inversement, considérons 
deux figures F et F’ qui se correspondent point par point de manière 
que la distance de deux points quelconques de F soit égale à la distance 
des deux points homologues de F’ ; que peut-on dire de ces deux figures ? 
Notons que de telles figures existent : d’abord, bien entendu, deux figures 
égales, mais aussi deux figures symétriques par rapport à un point, une 
droite, ou un plan ; nous dirons que deux telles figures sont ssométriques. 


DÉFINITION. — On dit que deux figures sont isométriques lors- 
qu’elles se correspondent point par point de manière que la distance de 
deux points quelconques de l’une soit égale à la distance des points corres- 
pondants de lPautre. : à 

La relation d’isométrie est réflexive, réciproque et transitive : c’est 
une relation d'équivalence. 
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159. Figures isométriques dans un plan. —Soient F et F’ deux figures 
isométriques dans un plan II. Choisissons dans F deux points fixes À et B 
et un point M qui pourra varier ; soient A’, B', M' les points homologues, 
dans F’, des points A, B, M. Par définition de l’isométrie, AB — A'B'; 
on peut donc, par glissement de IT sur lui-même, faire coïncider À 
avec À’ et B avec B':; soit M, la nouvelle position de M. Des égalités 
() M,A' = M'A’ (= MA) et (2) M,B'= M'B' (= MB), il résulte que : 
a) ou bien les points M’ et M, sont confondus ; en particulier 
cette circonstance se produira toujours si M est sur AB (**); 
b) ou bien A'B' est la médiatrice | 
de M'’M,, autrement dit M' et M, sont M 
symétriques par rapport à A'B' (fig. 189). M. 
Montrons qu’il est impossible que la ° 8 
circonstance a) se produise pour un point ; 
particulier P de F, et que, en même temps, | 
la circonstance b) se produise pourun point Q 4 
de F, P et Q n’appartenant pas à la droite AB. FiG. 180. 


En effet, si les points P’ et P, étaient confondus, alors que Q' et Q, sont 
symétriques par rapport à A'B, l'égalité PQ = P,Q, — P'Q' exigerait que 
P' (ou P,) soit sur la médiatrice A'B' du segment Q'Q,, ce qui est exclu 
du fait que P n'étant pas sur AB, P, ne peut être sur A'B'. On est ainsi 
conduit à distinguer deux cas : 

19 ou bien M, est confondu avec M' quel que soit le point M de F; 
les deux figures F et F’ sont alors directement égales. 

20 ou bien M, est symétrique de M' par rapport à AB’ quel que 
soit le point M de F; alors le glissement du plan IT sur lui-même, qui 
fait coïncider À avec A! et B avec B’ amène la figure F dans la posi- 
tion F, symétrique de F’, par rapport à la droite A'B'. Dans ce cas, Pangle 


(A'B', A'M') est de sens contraire au sens de l’angle (A‘B', A'M;), et 


— —> 
par suite, de sens contraire à celui de l’angle (AB, AM); une condition 
nécessaire d'égalité des figures F et F’ n’est pas réalisée; les figures ne 
sont pas directement égales dans le plan II. 


160. Figures isométriques dans l’espace. — Soient F et F’ deux figures 
isométriques de lPespace &,. Choisissons dans F trois points quelconques 
A, B, C non alignés, et un point M, qui pourra varier ; soient A’, B’, C’, M' 
les homologues de ces points dans F'. Par définition de l’isométrie, les 
triangles ABC et A'B'C' ont leurs côtés égaux ; ils sont donc égaux et on 
peut faire coïncider A avec A’, B avec B’, C avec C' ; soit M, la nouvelle 
position de M. Les égalités : 
(1) MA’ = M'A'(— MA), (2) MB’ = M'B'(— MB) 
et (8) MC’ = M'C' (= MC) 
expriment que les points A’, B', C’ sont équidistants de M’ et de M,, 
par suite : 
a) ou bien les points M' et M, coïncident; en particulier cette 
circonstance se produira toujours si M est dans le plan ABC (*) ; 
b) ou bien le plan A’B'’C’ est médiateur du segment M'M,, 
autrement dit M' et M, sont symétriques par rapport à ce plan. 

Montrons qu’il est impossible que la circonstance a) se produise 
pour un point particulier P de F et que, en même temps, la circonstance b) 
se produise pour un autre point Q de F (P et Q n'étant pas dans le plan 
ABC). En effet, les points P' et P, seraient alors confondus, tandis que 
Q' et Q, seraient symétriques par rapport au plan A'B'C', mais alors 
Pégalité PQ = P,Q, — P'Q!' exigerait que P' (ou P,) fût dans le plan 
médiateur A'B'C’ du segment Q'Q,, ce qui est impossible du fait que P 
n'étant pas dans le plan ABC, P, ne peut être dans le plan A'B'C'. Nous 
sommes conduits à examiner deux cas : 

19 ou bien les points M’ et M, sont confondus quel que soit le point M 
de F; les figures F et F’ sont égales. 

2 ou bien les points M’ et M, sont symétriques par rapport au plan 
A'B'C’ quel que soit le point M de F ; en faisant coïncider À avec A’, 
B avec B' et C avec C’, on a amené la figure F dans une position F; symé- 
trique de F’ par rapport au plan A'B'C'. Dans ce cas, les dièdres orientés 


(A'B:C’, AB’, A'B'M') et (A'B'C’, A'B’, A'B'M)) sont de sens contraires ; 
« . . rues 

il en est de même, par suite, des dièdres (ABC, AB, ABM) et 
(A'B'C’, A'B', A’'B'M') ; une condition nécessaire d'égalité de deux figures 
n’est pas réalisée ; les figures F et F’ ne sont pas égales. 
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161. Résumé des résultats précédents. — On peut résumer de la 
manière suivante les résultats obtenus aux n% 158, 159 et 160. 

figures isométriques { 19 directement égales dans &,, & et 63 

de l’espace &, ! 90 inversement égales dans &, mais directement 

égales dans & et &3 

figures isométriques | 19 directement égales dans & et &3 

de l’espace & 90 inversement égales dans &, mais directement 
{ égales. dans € 
{ 19 égales dans &3 
| 29 inégales. 

2 


figures isométriques 

de l’espace 63 

Ce tableau montre que deux figures isométriques d’une même droite 
ou d'un même plan sont égales, à condition de préciser l’espace dans 
lequel on les considère ; selon que cet espace est celui dans lequel sont 
définies les deux figures, ou un espace plus « large », on dira qu’elles sont 
directement, ou inversement, égales, ce qui justifie, « posteriori, l'emploi 
de l'adverbe directement introduit dès le début de cette étude, et qui s'oppose 
maintenant à inversement. Mais deux figures isométriques de l’espace &; 
qui ne sont pas égales ne peuvent être amenées en coïncidence : elles ne 
peuvent être appelées égales, même en adjoignant à ce mot l’adverbe 
inversement (*) ; nous dirons simplement que ce sont deux figures isomé- 
triques inégales de l’espace 63. 


Puis l'auteur précise des critères pour que deux figures soient inversement égales dans le 
plan et isométriques et inégales dans l'espace. 


THÉORÈME. — Pour que deux fi ê 
l'HÉORÈME. | gures d’un même plan soient inver- 
Ne dans ce plan, il faut et il suffit que, par glissement de “ 
1 -même, on puisse amener l’une des figures d iti 
symétrique de l’autre par rapport à une droite du plan. ac 


On peut déduire de là À 
que si deux figures F et F' d’un même pl 
. D cu 
ous point par point de façon que, À et B étant deux ni n 
uh point variable de F, leurs homologues A', B', M’ dans F' satisfasse !, 
quel que soit le point M, aux conditions suivantes : . 


AB = A'B' 
 _, AM =A'M 
— 
| Gi, AM) = — (A'B, AM) 


THÉORÈME. — Deux figures isométriques inégales de l’espace peuvent 


être caractérisées par le fait que l’une peut être amenée dans une position 
symétrique de l’autre par rapport à un plan. 


C'est pour cela que l’on dit parfois que de telles figures sont symé- 
triques. Nous n’adopterons pas cette terminologie, qui pourrait laisser 
croire que deux figures isométriques inégales occupent toujours des 
positions symétriques par rapport à un plan. 

On peut déduire de là que s5 deux figures F et F' de l’espace se corres- 
pondent point par point de façon que, À, B, C étant érois points non alignés de Y, 
et M un point variable de F, leurs homologues A', B', C', M' dans F' satis- 
fassent quel que soit le point M aux conditions suivantes : 

! BC = B'C', CA — C’A', AB = A'B’ 
\ AM—AM' et BM = B'M' 
{ (ABC, AB, ABM) | 99* même mesure 
ES 4 
| (A'B'C', A'B', A'B'M') | de sens contraires. 


(2) 


| les dièdres orientés 


ces deux figures sont isométriques, et inégales. 
DÉPLACEMENTS ET ANTIDÉPLACEMENTS 


ae RÉ ER cs — 1° Définition. — On appelle déplacement 
oute transformation ponctuelle transformant une figure 

uelconque 
en une figure égale F' (*). : 3 ee 
Û Cette définition s'applique, bien entendu, dans chacun des espaces 
C1 Pa 3 considérés antérieurement. 
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30 Groupe des déplacements. — Les propriétés des nr 
ments résultent de leur définition même, et des propriétés de légalité 
des figures. 


a) La transformation identique (n° 187, 40) est un déplacement 
réflexivité de l'égalité de deux figures). ; : 
b) La transformation réciproque d’un déplacement est un dépla- 
étri "égalité figures). 
cement (symétrie de l'égalité de deux fig À 
Le produit de deux déplacements est un déplacement (transi 
tivité de l'égalité de deux figures). Il résulte de là que dans chacun des 
espaces étudiés &, Gr, Ë l’ensemble des déplacements est un groupe 
our la composition des déplacements. ; 
. En outre, le produit d’un nombre quelconque de déplacements est un 
déplacement. | | 
À Les propriétés précédentes reviennent à dire que deux ee 
sont égaux s'ils transforment un, deux ow trois ponts donnés en ne _ 
ou trois autres points donnés, selon que ces déplacements opérent sur une dr8tte, 
dans un plan, ou dans l'espace 63. 


164. Antidéplacements.— 1° Définitions. — On appelle antidéplacement 
sur une droite D toute transformation ponetuelle opérant entre les points 
de cette droite et transformant une figure F quelconque de D en une 
figure F' inversement égale à F. D’après ce qu’on a vu plus haut (n°162, 10), 
tout antidéplacement sur D est une symétrie par rapport à un point O de D. 

On appelle antidéplacement dans un plan II toute transformation 
ponctuelle opérant entre les points de IT et qui transforme une figure F 


de Il en une figure F’ inversement égale à F dans IT. La 
te a rapport à une droite du plan II (on dit, en abrégé) RCE 
droite) est un antidéplacement particulier dans ce plan (n° 162, 20). 
On appelle antidéplacement dans l'espace &; toute transformation 
ponetuelle transformant une figure F quelconque de l'espace en une 
figure F’ isométrique à F, mais non égale à F. La symétrie par rapport à 
un plan (on dit, en abrégé, symétrie-plan) est un antidéplacement parti- 
culier dans l’espace &, (n° 162, 30). : 
Nous désignerons un antidéplacement par le symbole (D. 


165. Groupe des déplacements et des antidéplacements. — 
19 Appelons €K, dans chacun des espaces étudiés &,, 6,, &,, l’ensemble des 
déplacements et des antidéplacements. 
Étudions la composition de deux transformations de l’ensemble K, 
a) On a vu au n° 168, 3 et au n° 164, 30, que le produit de deux 
déplacements ou de deux antidéplacements est un déplacement : 


Pao MB =D; Mio M = 


b) Soit maintenant le produit € o (© d’un déplacement par un anti- 
déplacement ; () transforme toute figure F en une figure ® directement 


égale à F, et (D transforme ® en une figure F' isométrique, mais non égale 


à F; la transformation (D o (9 transforme F en une figure F'isométrique, 
mais non égale à F : c'est un antidéplacement. 


De même toute transformation (0 (D est un antidéplacement, 
en résumé 


Do — M; D" o ® = 


En résumé, la composition de deux transformations de l’ensemble «€ 
donne encore une transformation du même ensemble. 

En outre, la réciproque de chaque transformation de I est une trans- 
formation de &K. 

Il en résulte (n° 141) que l’ensemble SC est un groupe pour la composition 
des transformations. 

L'ensemble des déplacements est un sous-groupe du groupe K. 

2 Le produit d’un nombre quelconque de déplacements ou d’anti- 
déplacements est un déplacement ou un antidéplacement. 

On peut préciser davantage : : 

a) Le produit d’un nombre pair d’antidéplacements est un déplace- 
ment (on le voit en associant deux à deux les antidéplacements consécutifs), 

b) Le produit d’un nombre impair (soit 2n + 1) d'antidéplacements 
est un antidéplacement (on le voit en remplaçant le produit des 2n premiers 
par un déplacement (M). 

c) Plus généralement si l’on associe à chaque transformation de «# le 
signe + ou le signe — suivant que celle-ci est un déplacement ou un anti- 
déplacement les résultats du 1° 4) et du 1° b) montrent que la composition 
des transformations de € peut se faire suivant la « règle des signes » de 
l'algèbre élémentaire : la composition de p transformations du groupe 
donne un déplacement ou un antidéplacement suivant que le nombre 
d’antidéplacements est pair ou impair. 
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REMARQUE 3. 

Le fait est notable : pour la première fois depuis le programme de 1902/1905, les 
isométries sont enfin explicitement définies comme transformations dont l'invariant est 
la distance au $ 157. Puis au $159, considérant deux figures F et F' isométriques l'auteur 
démontre l'existence de deux types distincts d'isométries par des considérations dans la 
tradition euclidienne en s'appuyant sur l'intuition de la figure : si A et A' ainsi que B et B' 
peuvent toujours coïncider, il y à deux cas possibles pour M et M' selon qu'ils sont de part et 
d'autre de la médiatrice de [AB]. C'est ainsi que sont différenciées simplement les figures 
isométriques en "figure directement égales" ou "inversement égales”. 

Dans l'espace la distinction s'opère de la même façon avec trois points À, B, C non alignés et 
un point M variable et leurs homologues A’, B', C' et M' par une isométrie. Après avoir fait 
coïncider À et À', B et B', C et C' : selon que M et M' coïncident ou sont symétriques dans la 
symétrie plan A'B'C' les figures seront "égales" ou "isométriques et non égales". L'auteur se 
refuse à utiliser dans l'espace "inversement égales" car les figures homologues F et F' de 
l'espace dans ce cas ne peuvent "coïncider”. Au $ 160, très logiquement, la rigueur est aussi 
renforcée en 1962 par de nouveaux "critères " pour que deux figures isométriques soient 
"isométriques et non égales " dans l'espace. Comme je l'avais annoncé, en revisitant ces 
notions d'égalités dans le plan et l'espace, l'auteur pratique bien “une défense" de 
l'enseignement de la géométrie selon la "méthode euclidienne" qui est déjà sous la menace des 
"mathématiques modernes". Dans la suite du manuel, aux $163 et 164 les déplacements du 
plan ou de l'espace étant définis par l'invariant de la distance, l'évolution essentielle de ce 
chapitre, conformément au programme, est l'étude du "groupes des isométries" et du sous- 
groupe des déplacements. 
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Utilisations de la structure de groupe en géométrie | 
$1 Groupe des isométries qui conservent une figure donnée. Document 4 (Cagnac et 


Thiberge 1963) 


185. Groupe de transformations laissant invariant un triangle équilatérai 

— Soit ABC un triangle équilatéral ; NOUS Supposons que le sens de parcours À, B, € 

sur son périmètre corresponde au sens direct du plan ; soit O le point de concours de 
hauteurs (fig. 221). 

Appelons, pour simplifier, Si So, 3 les symétries par rapport aux droites AO 

. 27 2 

A BO, CO, «& et (R' les rotations de centre O, d’angles get — 3 

Le tableau suivant donne ce que deviennent les points À, B, 

C dans chacune des transformations précédentes 


S, S, $, R R 
<—— —0— ———0—+ ——0—+. 
B c À À A € A B A B A C 
B C B B B A B C B A 
FIG. 221. C B C A C € : Cr: A C B 


Ajoutons auxtransformations$:, Se Sat, R'(qui laissent le triangle ABC invariant 
globalement) la transformation identique I (qui laisse le triangle ABC invariant point 
par point), et montrons que l’ensemble GUILR, R',S,88, $,! est un groupe pour la 
composition des transformations. 

a) G contient un élément neutre, ] ; 

ë) La transformation réciproque de chaque élément de % appartient à & : en effet, 
S1 92, SA sont involutives, et (R1 = R' R'-21 —(R, : 

c) Le tableau suivant montre que le produit de deux éléments de est encore un 
élément de G. 

Premier facteur 


à droite 
I Re OU TR Se, Es 
l | 
| —_—_] — | 
I I R GUN, Mo 
R R& R' I S on S 2 
Second facteur mm |A! n R& S, 5, S, 
(@à gauche) | 
S, S, Su S 3 I R R' 
D 2 S 2 Sa S: uu I R 
S, S3 S, S, MR | uR I 
| | 
REMARQUE I. — Les 9 cases situées à l'angle supérieur gauche du tableau montrent 


que les produits effectués sur deux des transformations I, (R, (R' donnent un résultat 
appartenant au même sous-ensemble de  ; on dit que I, &, (R! constituent un sous- 
groupe du groupe G. 

De même I, S,; I, S,; I, $, constituent des sous-groupes de G. 


, 
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$2 groupe des homothéties-translations 
Document 5 (Cagnac et Thiberge 1963) 


212. Groupe des homothéties et des translations. — 1° Il résulte du 
n° 210 que l’ensemble des homothéties ne forme pas un groupe, puisque le 
produit de deux homothéties de rapports inverses est une translation. 

Mais'homothétie et translation ont une propriété commune : si M et N 


sont deux points distincts quelconques, dans un cas comme dans l’autre, , 
leurs transformés M! et N’ sont tels que la droite M’N' est parallèle à MN 
(il s’agit ici de parallélisme au sens large). 


20 Transiormation par vecteurs paralléles. — Soit © une trans- 
formation ponctuelle qui transforme deux points quelconques P et Q en 
— 


deux points P' et Q' tels que les vecteurs PQ et P'Q” soient parallèles (au 
sens large), ou — ce qui revient au même — tels que les droites PQ et P'Q' 
soient parallèles (*). 
Soient À et À’, B et B’ deux couples particuliers de points homologues 
par ©; A'B' est parallèle à AB. Si M 
n’est pas sur la droite AB, le transformé: 
de M par © s'obtient en menant les 
parallèles à AM et BM respectivement 
par À' et B’; ces parallèles se coupent 
en M' (fig. 267). Si M est sur AB, on 
considère un couple C, C' de points 
homologues, C n'appartenant pas à AB. 
Puisque A'B' est parallèle à AB, 
il existe un nombre réel À tel que Fic. 267. 
> — 
A'B' — k AB. 

a) k 1. — D’après le n° 208, il existe un point O et un seul 
tel que l’homothétie SC[O, k] transforme AB en A'B’ ; d€ transforme les 
droites AM et BM en les parallèles menées respectivement par À’ et B', 
done M en M'. 

La transformation © est alors égale à cette homothétie dE. 

b) k — 1. — I. Si A' et B’ coïncident respectivement avec AetB, 

@ est la transformation identique. l 


II. Si À’ et B’ sont distincts de À et B, A'B' est équipollent à AB. 


La translation &[AA’] transforme les droites AM et BM en les parallèles 
menées respectivements pat A' et B’, donc M en M'. 
La transformation © est alors égale à cette translation &. 
c) On désigne une transformation © précédente sous le nom de 
transformation par vecteurs parallèles. On peut alors énoncer : 
Toute transformation par vecteurs parallèles est 
soit une homothétie 
soit une translation 
soit la transformation identique. 


30 Groupe des transformations par vecteurs parallèles. — 
Soit Met N deux points quelconques qu’une transformation @ par vecteurs 
P q ques q : 
parallèles transforme en m et n ; une autre transformation @' par vecteurs 


parallèles transforme # et # en M’ et N'; M'N' est parallèle à MN, ces 
deux droites étant parallèles à mn ; il en résulte que le produit 0'0 © 
est encore une transformation par vecteurs parallèles. 

En observant que la transformation réciproque d’une transformation @ 
quelconque par vecteurs parallèles est aussi une telle transformation, et 
que la transformation identique est aussi une transformation par vecteurs 
parallèles, on peut énoncer : 


L'ensemble «Ÿ des transformations par vecteurs parallèles constitue 
un groupe de transformations. 

On rappelle parfois que ce groupe contient les trenslations et Îes 
homothéties, en disant que <K est le groupe des homothéties-translations. 

L'ensemble des translations est un sous-groupe du groupe T; il en 
est de même des homothéties dont le centre est donné. ; 

L'ensemble des homothéties et des translations opérant sur les points 
d’un plan II, c’est-à-dire les translations dont le vecteur directeur est dans II 
et les homothéties dontle centre est dans II, est un sous-groupe du groupe “€. 
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REMARQUES 4 ET 5. 

Il est intéressant d'observer dans ce manuel que les structures sont réellement utilisées dans 
des problématiques et de façon pertinente en 1963. L'exemple des isométries du triangle 
équilatéral au $185 est manifeste. Ce paragraphe est précédé de généralités où l'on démontre 


; Dada ; : . : 27 
notamment que le triangle équilatéral est invariant par une rotation de centre O et d'angle —. 
3 


Ci-dessus, en pratiquant une recherche systématique de l'image de À par un déplacement, puis 
par un antidéplacement, l'auteur trouve les six isométries qui conviennent. C'est dans la 
complétion de la "table de pythagore" que la structure de groupe est prouvée. 
Dans le second exemple cité au $ 212, l'auteur considère la propriété des "vecteurs 
parallèles", on peut aussi bien raisonner avec des” droites parallèles". L'étude est 
particulièrement intéressante, car cette fois l'auteur fait une analyse rigoureuse pour déduire 
d'une telle transformation @ qui transforme une droite en une droite parallèle des 
conséquences nécessaires sur d'autres propriétés de @. Il en conclut que c'est nécessairement 
une translation ou une homothétie. Puis il montre au 3° que les transformations trouvées 
constituent un groupe de transformations, ainsi la propriété invariante des "vecteurs 
parallèles" a bien généré un groupe de transformations qu'on appelle "Le groupe des 
Homothéties-translations". 
Au risque de se répéter, l'évolution est vraiment importante : pour la première fois dans le 
siècle, le cours au Lycée est rédigé dans les termes mêmes des travaux de F. Klein sur les 
rapports de la géométrie et des groupes de transformations. 
Donc en 1963, ce programme de géométrie est une forme d'achèvement : il est fondé sur les 
bases de la géométrie d'Euclide étudiée au Collège, et conjointement les découvertes 
importantes en géométrie au XIX° siècle sont prises en compte au Lycée avec tout ce qui 
dérive de la géométrie projective puis la méthode des transformations et enfin la synthèse du 
programme d'Erlangen. 
VI Transformation par polaires réciproques 

Document 6 (Cours Maillard Par Girard et Lentin édité chez Hachette en 1964) 


112. Transiormation par polaires réciproques, 


Considérons un cercle (C) de centre O, que nous appellerons cercle direc- 
teur de la transformation. 
A tout point M distinct de O, nous faisons correspondre la droite {m), 
polaire de M par rapport au cercle (C). 
M À toute droite (D) ne passant pas par O, 
nous faisons correspondre le point d, pôle 
de (D) par rapport au cercle (C) (fig. 163). 
(C) In Si l’on appelle E l’ensemble des points du 
plan, privé du point O, et E’ l’ensemble des 
droites du plan, privé du faisceau de sommet 
m)  O, nous venons de définir (voir Analyse Tome, 
chap. Il) une application f de l’ensemble des 
points de E sur l’ensemble des droites de E’. 
Par définition, cette application est bijective. 
Fic. 163. On donne à cette application le nom de trans- 
formation par polaires réciproques. À un en- 
semble (F) de points M et de droites (D), elle fait correspondre un ensemble 
(f) de droites (m) et de points d. | , NO 
Il résulte des propriétés des pôles et polaires, qu'à des points alignés, 
correspondent des droïtes concourantes ou parallèles et qu’à des droites 
concourantes, correspondent des points alignés. 
À une propriété de l’ensemble (F) correspond une propriété de l’ensemble 
(f), qui est dite propriété corrélative. 
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Puis le théorème de Desargues: 


Exemples de propriétés corrélatives. 


BI. Transformer, par corrélation, la figure formée par deux triangles homo- 
thétiques. Rappelons que deux triangles homothétiques (Cours de Seconde) 
ABC et A'B'C' sont tels que AB et A’B’, AC et A'C', BC et BC’ sont des 
couples de droites parallèles. Les droites AA', BB’ et CC’ sont alors 
concourantes en un point I (fig. 166). 

Nous transformons cette figure en prenant pour cercle directeur un 
cercle de centre ©. 


La figure transformée est tracée sans souci de précision par rapport à la figure donnée. 


Aux droites BC, CA, AB, B’C', C’A', A'B', correspondent respectivement 
les points «, B, y, x, B', y’. Les droites BC et 
B'C/ étant parallèles, les points « et «' sont 
alignés avec O. De même 8 et 6’ ainsi que Y 
et y’. 


Au point À, commun à AB et AC, correspond la 
droite yB joignant les pôles de AB et AC. Au 
point À’ correspond la droite y'B’. Donc, à la 
droite IAA’ correspond le point a commun aux 
droites By et B’y’: de même, à la droite IBB’ 
correspond le point b commun aux droites y x 
et yo et, à la droite ICC', le point c commun 
aux droites «8 et «’8’. Les droites AA’, BB’, 
CC’ étant concourantes, les points a, b, c 
sont alignés. Nous avons obtenu le résultat 
suivant : 


e Si deux triangles sont tels que les 
droites joignant un sommet de l’un 
à un sommet de l’autre concourent, 
les points de rencontre des côtés 
opposés à ces sommets sont alignés. 
Deux tels triangles sont dits homo- 


logiques. 


apy homologiques <> ac’, £B', yr' concourantes 
CAC 


REMARQUE 6 

En 19672, la transformation par polaire réciproque (tppr en abrégé) figure de nouveau dans les 
textes du programme après une éclipse en 1947. Voici donc avec l'inversion, la seule 
transformation pour l'instant qui ne soit pas affine, et qui illustre l'étude de propriétés des 
figures "par corrélation". 

Précisons pour l'intelligence de ce texte la propriété qui n'est pas dans l'extrait ci-dessus : 

"par extension si M est en O le pôle, son homologue est la droite de l'infini du plan (c'est une 
incursion en géométrie projective où l'on associe à chaque direction du plan un point à l'infini, 
tous les points à l'infini constituant la droite de l'infini). De même si la droite D passe par O, 
son homologue est le point à l'infini de la direction perpendiculaire à D". 

La démonstration du Théorème de Desargues a déjà été réalisée au Chapitre Il de notre 
travail par perspective centrale et par l'homologie. La nouvelle preuve par polaires 
réciproques sans sortir du plan montre la puissance de cette méthode et la beauté du 
raisonnement. C'est un exemple très significatif pour montrer tout l'intérêt de l'étude des 
figures par corrélation. 
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Les propriétés de la figure simple formée par deux triangles homothétiques (Fig 165) sont 
familières aux élèves sinon faciles à acquérir. Cette figure est choisie pour être transformée 
par tppr. Notons que si l'élève avait plus d'expérience en la matière, à partir de la figure 
formée par les éventuels triangles homologiques, il pourrait choisir la bonne figure à 
transformer ; en effet les points alignés donnent des droites parallèles ou concourantes en un 
point par tppr. Dans le cas présent, un cercle directeur arbitraire de centre O quelconque est 
choisi pour définir la transformation (tppr). Alors se construit une nouvelle figure où les 
homologues des 2 droites parallèles (BC) et (B'C"), c'est à dire concourantes au point à l'infini 
de la direction, sont des points alignés & et &' situés sur une droite passant par O le pôle. De 


même au point À commun à (AB) et(AC) correspond la droite (By) et au point A' 
correspond la droite (f'y'). Ce qui entraîne que la droite (IAA') a pour homologue le point a 
commun à(By) et (B'y'>. C'est alors que a, b et c sont alignés car (IAA), (IBB') e (ICC") sont 


concourantes. 


VII Eléments de géométrie descriptive. 
Document 7(Cours Maillard Par Girard et Lentin publié chez Hachette 1964) 


I. REPRÉSENTATION DU POINT, DE LA DROIÏITE, 
DU PLAN 


Introduction. 


Toute figure plane peut être représentée sur une feuille de papier, soit en 
vraie grandeur, soit en réduction. Il n’en est pas de même pour les figures 
de l’espace. 

La perspective cavalière, parfois utilisée, permet d'illustrer un raisonne- 
ment, de soulager l’esprit en essayant de donner l'illusion visuelle des 
figures étudiées. Elle est insuffisante pour obtenir des indications pré- 
cises sur les dimensions de ces figures et les angles des directions. Notons 
que l’on utilise en technologie la perspective axonométrique qui permet les 
calculs et les mesures. 

On est alors amené à utiliser des modes de représentation qui permettent : 
19 de connaître, au moyen d’un dessin dit épure, la forme et les dimensions 
d’une figure de l’espace. 

20 de résoudre, soït par des tracés plans, soit par un calcul, des problèmes 
relatifs à cette figure. 

C’est le but de la géométrie descriptive! qui consiste à repérer un point 
M de l’espace à l’aide de ses projections orthogonales sur deux plans rectan- 


gulaires. 


. Plans de projection. 


Considérons deux plans rectangulaires (H) et (F) : on convient de les appeler 
plans de projection; pour les distinguer, le plan (H) est dit plan horizontal 
de projection et le plan (F) est dit plan frontal de projection. . 
En général, nous placerons sur le dessin le plan (H) dans une position 
où il paraît physiquement horizontal. 

L'intersection y'y de ces deux plans est appelée la ligne de terre. Soit M 
un point de l’espace (fig. 24) : il se projette orthogonalement en m sur (H) 
et en m, sur (F). 

On démontre aisément que les points M, m et m, sont situés dans un même 
plan perpendiculaire à la ligne de terre. 
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215. Transiormé d’un point dans une rotation. 


Nous avons vu (chapitre It) que, par un ou 
deux changements de plan, il est possible 
de rendre une droite donnée verticale ou de 
bout. Dans tout ce chapitre, nous n’envisage- 
rons donc, en général, que desrotations autour 
d’un axe vertical ou de bout. Comme, d’autre 
part, on peut changer le sens de l’axe en 
changeant le signe de l’angle de rotation, nous 
supposerons toujours l’axe vertical dirigé dans 
le sens des cotes croissantes et l’axe de bout 
dirigé dans le sens des éloignements crois- 
sants. Nous ferons indifféremment l’épure en 
prenant l’axe vertical ou de bout. Étant donné 


un point M(m, m') et un axe vertical D(d, d, 


pour construire le transformé M, de M dans 
ES 


la rotation R(D, 8), on utilise le fait que m, 
est, dans le plan horizontal de M, le transformé 
| - de m dans la rotation plane (d, 0), d’où la 
Rotation d’un point autour construction. La figure 237 montre l’épure 


d’un axe vertical. L ue 
pour la rotation (5. 5) . 


FrG. 237. 


Réciproquement, soit un plan (P) perpendi- 
culaire à y'y en v. Il coupe (H) suivant une 
droite (D) perpendiculaire en & à y'y. Mar- 
quons sur (D) un point m. De même, le plan 
(P) coupe (F) suivant (D,) perpendiculaire 
en m à y'y. Marquons sur (D,) un point m.. 
Les perpendiculaires aux plans (H) et (F) 
passant respectivement par m et m, sont 
situées dans (P) et se coupent en M. Les 
points m et m, sont les projections de M. 


e Une condition nécessaire et suf- 
fisante pour que deux points m 
et m., situés respectivement 
dans les plans (H) et (F), soient 
les projections orthogonales d’un 
point M de l’espace est qu’ils 

| soient situés dans un plan per- 

FIG. 24. pendiculaire à la ligne de terre. 


HI. APPLICATIONS AUX PROBLÈMES D’ANGLES 
ET DE DISTANCES 


225. Introduction. 


Nous nous proposons d’étudier dans cette section les problèmes de dis- 
tances et d’angles faisant intervenir des points, des droïtes et des plans. 
Ces problèmes peuvent être en général résolus de plusieurs façons. Grâce 
aux changements de plan, aux rotations et aux rabattements, il est pos- 
sible de donner pour ces problèmes des solutions simples. 


226. Distance de deux points. 


Un segment horizontal se projette horizontalement en vraie grandeur. 
Il en est de même en projection frontale pour un segment de front. 

Pour mesurer la distance de deux points, on peut rendre la droite qui les 
porte horizontale ou frontale. 

Nous savons que cette opération est possible par un changement de plan 
(n° 55) ou par une rotation (n° 218). 


REMARQUE 7. La géométrie descriptive, mise au point par Monge fin XVII° pour les 
militaires et les ingénieurs, a pour ambition de représenter les objets de l'espace. Si elle a fait 
longtemps partie du programme de mathématiques élémentaires, c'est sa dernière apparition 
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en 1962. Il importe de préciser que les techniciens ne l'utilisent plus de nos jours ; le "dessin 
industriel" puis le dessin assisté par ordinateur ont pris sa place. Les quelques extraits que 
j'en donne ici sont à titre indicatif et sans commune mesure avec l'important développement 
dont elle a fait l'objet très longtemps à la fois au Lycée et dans les concours d'entrée aux 
grandes écoles. Les textes en 1962 lui donnent un rôle démonstratif dans certains problèmes 
où la figure de l'espace, en perspective conique ou cavalière, ne suffit pas. 


VIII Les coniques 


Ce chapitre a toujours constitué l'un des piliers du cours de géométrie depuis le début 
du XIX° au Lycée. Son histoire est liée à celle de la géométrie depuis les Grecs jusqu'à 
Poncelet et les géomètres du XIX° siècle. Son importance n'est plus à souligner dans les 
sciences expérimentales comme la Physique, l'astronomie, la mécanique etc. 

Cette fois en 1962, sa part dans le corpus de géométrie est légèrement minorée mais demeure 
toujours importante ; par contre le programme appliqué en 1972 en terminale scientifique va 
réduire les coniques à une étude exclusivement analytique. Pour témoigner de cet 
enseignement, en restant concis, j'ai choisi de donner dans ce qui suit essentiellement des 
extraits de figures complétés par mes commentaires afin de suivre le développement du 
programme, en essayant de rester fidèle au travail exemplaire de l'auteur J. Commeau. 


$1 La parabole. 


Document 8(Collection Cagnac et Thiberge auteur J.Commeau.1963 ) 


DÉFINITION ET TRACÉ DE LA PARABOLE 


256. Définition. Construction par points. — 1° Définition. — Soient, 
dans un plan Il, une droite D et un point F non situé sur D. À tout point 
M de H, projeté en + sur D, associons 
le cercle JT, de centre M et de rayon MF 
(fig. 316). Les deux propriétés suivantes 
MF = Mo et Mest tangent à D 
sont équivalentes. Nous appellerons para- 
bole l’ensemble des points M possédant 
cette double propriété : 


DÉFINITION. — Étant donnés une 
droite D et un point F non situé sur D, 
on appelle parabole l’ensemble des points Fic. 316. 
du plan (F, D) équidistants de F et 
de D, ou encore l’ensemble des centres des cercles passant par F et 
tangents à D. 

Le point F est appelé foyer, la droite D directrice de la parabole ; 
ces deux éléments déterminent la courbe, que nous désignerons par l. 


7 T 
D) [A L 
PC ces EN 
4 5e CG 
4 , \ 
L / \ 
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\ 4 
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De 
Fi. 317. 
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Fic. 322. 


REMARQUE 8. La définition donnée au $256 prend deux formes : en termes de foyer et 
directrice et en termes d'ensemble des centres des cercles passant par F et tangent à D. 

La fig 317 nous donne la construction à la règle et au compas par point de la parabole, M est 
sur L et sur le cercle centré en F et de rayon mK. 

La fig 318 donne la construction de l'intersection de la parabole et d'une droite L passant par 
le foyer. Puisque le cercle de centre M et de rayon MF est tangent à D en @, l'analyse conduit 
à IF = Ip, et la synthèse donne en général deux points @et o' donc M et M'; @ est sur D et 
le cercle C(L IF). La figure 319 montre que la parabole T° partage le plan en deux régions, 
l'intérieur et l'extérieur selon le signe de MF — Mo. Sur la fig 320, ce régionnement du plan 
est aussi caractérisé par le signe de y” —2px où y” —2px = 0 est l'équation cartésienne de 
cette parabole dans le repère orthonormé (Ox,Oy) et O le sommet de T°, milieu de [KF] ; Ox 
le demi-axe qui porte le foyer F et p défini par KF = p. Ce nombre p mesure le paramètre de 
la parabole. La figure 322, illustre la propriété de la tangent en M à T° qui est la médiatrice 
de [Fp]; son existence à été prouvée par avant comme position limite d'une sécante MM". 
Enfin, à partir de la fig 323, considérant le triangle isocèle @Mf et H le milieu de MT qui se 
projette sur Ox en O milieu de mT on démontre que la sous tangente mT a pour milieu O le 
sommet ; et la sous normale mN a une longueur constante égale au paramètre p. 
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$2 L'ellipse définition bifocale 


Document 9 (Collection Cagnac et Thiberge) 


FiG. 328. 


DériniTioN. — Étant donnés deux points F et F’ d’un plan II dont 
la distance est 2c, et un nombre a supérieur à c, on appelle ellipse l’ensemble 
T des points du plan IT possédant l’une ou l’autre des propriétés équiva- 
lentes suivantes : a) MF + MF’ = 2; 

b) le cerele AT (M, MF’) est tangent au cerele ® (F, 2a); 
c) le cercle JN' (M, MF) est tangent au cercle D'(F', 2a). 

Les points F et F' sont les foyers de l’ellipse; 2e est la distance focale; 

® et D’ sont les cercles directeurs relatifs aux foyers F et F’ respectivement; 


si M est un point de l’ellipse, les vecteurs FM et FM sont appelés rayons- 
vecteurs de M ; les longueurs FM — 7, F'M — r' sont appelés les rayons 


focaux de M. | 


1 


#25 


A 


à 


TT 


w_ IT / KL LIT 
LE 


FIG. 329. 


143 


Fic. 330. 


REMARQUE 1. 

Deux points F et F' étant fixés tels que FF" = 2c, un réel positif 2a donné, à condition que 
a > c, l'auteur démontre l'existence de points M du plan tels que MF+MF" = 24. 
Pour cela à partir de la figure 326, il en déduit que ce point M nécessairement est le centre 
d'un cercle de rayon MF' qui est tangent au cercle ®(F,2a) en @. Ainsi il peut poser la 
définition ci-contre de l'ellipse [' de foyers F et F'. Axes et sommets de l'ellipse s'en 
déduisent. L'axe focal FF' = x'x est axe de symétrie pour L° puisque c'est un diamètre de D. F 
et F' étant symétriques par rapport à O milieu de [FF'], si l'on remplace F par F' et & par D 
la droite orthogonale y'y à (FF) en O est aussi un axe de symétrie pour. Ainsi O est un centre 
de symétrie pour T°. Le triplet (F, F', 2a) ou les couple (F, æ') et (F', ®') définissent 
entièrement la conique. Les paramètres a et c induisent b = a° — c° = FB = F'B, où B est 
le point de la conique sur Oy. (figure 326). 
La figure 327 donne un tracé continue de la conique déjà utilisé par "les maçons ” du moyen 
âge. La figure 328 nous donne la construction à l'aide de la règle et du compas d'un point de 
l'ellipse définie par F' et ® (F,2a). Le point de contact @ étant fixé sur ®, le diamètre ®Q" 
porte deux points de [” qui sont aussi sur les médiatrices respectives de [FO] et [ F'@]. 
Le principe de la construction est le même que pour un point d'une parabole, à condition de 
remplacer le cercle directeur par la directrice D. 
Le régionnement du plan par une ellipse a un caractère évident comme pour toute courbe 
fermée sans trou. L'auteur le démontre difficilement en étudiant les variations de la fonction 
fM) = ME+MF'= r + r' lorsque M décrit une droite y =1 parallèle à (FF). A partir de la fig 
329, il est aisé d'établir, si M (x,D) JG — cc) +1 + V& + c)* +1 = f(x) L'étude du signe de 
la dérivée se révèle plus long. En conclusion si MF+MF"' > 2a, M est extérieur à l'ellipse, 
sinon il est sur l'ellipse ou intérieur à celle-ci. 
Ensuite on peut observer des propriétés communes avec la parabole. Sur la figure 330, après 
avoir prouvé l'existence d'une tangente en chaque point comme pour la parabole, en faisant 
tendre M' vers M fixe sur l'ellipse, on remarque que (MM) est orthogonal à Ô l'axe radical 
des cercles (M, Mo) et (M',M'o'). 
Ô passe par le point fixe F' et par I le centre radical des trois cercles ; il a donc pour position 
limite (F'@), par suite lorsque M' tend vers le point fixe M la droite (MM) a pour position 
limite la perpendiculaire en M à (F'@) qui est aussi la médiatrice de [F'@]. Cette tangente A 


est la bissectrice en M du triangle isocèle @MF", donc la bissectrice extérieure de l'angle 


FMM'. La normale en M (fig 331) est donc bissectrice intérieure de cet angle FMM'. Ceci 
justifie, comme pour la parabole, qu'un rayon (porteur d'un signal ondulatoire quelconque, 
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lumineux ou radar ou autre) issu de F se réfléchissant en M sur l'ellipse va repasser par F'. La 
construction par point (fig328) de l'ellipse donne donc par la même occasion la tangente en ce 
point. 

Sur la dernière figure 332, on démontre la propriété classique : le cercle principal de l'ellipse 
centré en O et de rayon a est l'ensemble des projections de l'un ou l'autre des foyers sur une 
tangente variable à l'ellipse. On utilise pour cela l'homothétie H(F', !2) (fig 328) qui 
transforme ® en A. 


$3 Définition bifocale de l'Hyperbole 


Document 10(Cagnac et Thiberge) 


FIG. 334. 


Soit M un de ces points; associons-lui le cercle AN (M, MF") (fig. 334). 
Marquons sur la demi-droite MF le point © tel que Me — MF. 


Si ME’ > MF F est entre M et + : 
(Gg. 334-T) Fo = Mo —MF =MF —MF = 2a 
Si MF'<MF ” @ est entre M et F : 


(fig. 834-ID) Fo = MF — Mg = MF—MEF" = 2a 


DÉFINITION. — Étant donnés deux points F et F’ d’un plan IT dont 
la distance est 2c, et un nombre a inférieur à c, on appelle hyperbole l’en- 
semble I des points du plan IE possédant l’une ou l’autre des propriétés 
équivalentes suivantes : 

a) |MF — MF'| = 2a; 

b) le cercle A (M, MF’) est tangent au cercle ® (F, 2a); 

ce) le cercle 2" (M, MF) est tangent au cerele D’ (F', 2a). 

Les points F et F’ sont les foyers de l’hyperbole; 2c est la distance 
focale; ® et ®’ sont les cercles directeurs relatifs aux foyers F et F' respec- 
tivement ; si M est un point de l’hyperbole, les vecteurs FM et F'M sont 
appelés les rayons-vecteurs de M; les longueurs r = FM, 7’ — F'M 
sont appelées les rayons focaux de M. 

Soit x la droite FF', y la perpendiculaire au milieu O de FF’; si M 
est un point de l’hyperbole T, les points M', M”, M” symétriques de M 
par rapport aux droites x, y et au point O, sont aussi sur T'. L’hyperbole T 
admet donc x, y comme axes de symétrie, et © comme centre de symétrie. 
x est l’axe focal; y est l’axe non focal. 


Mu re mn 
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Fic. 336. 


Fig. 341. 
THéorèME. — La tangente en un point d’une hyperbole est la bissec- 


trice intérieure de l’angle des rayons vecteurs de ce point. 


Tuéorème. — La normale en un point d’une hyperbole est la bissec- 
trice extérieure de l’angle des rayons vecteurs de ce point. 


FIG. 342. 


Fic. 339. 


REMARQUE 10 

Je ne reprends pas un commentaire complet car le traitement de l'hyperbole est le même que 
pour la parabole et l'ellipse lorsque la conique est définie par un foyer F et le cercle directeur 
associé D'(F', 2a), on note FF' = 2c. L'auteur recherche d'abord les points du plan tels que 
ÎMF _ MF| =2a ; si a > c, il démontre que ce sont les centres des cercles tangents 
intérieurement à et passant par F, et ces points sont situés sur deux branches distinctes de 
la courbe. Il pose alors la définition bifocale de l'hyperbole [”, recherche une construction par 
point et la tangente en un point. Enfin il démontre (fig339) l'existence de droites asymptotes à 
(figure 334). 


$ 4 Equations cartésiennes des coniques 
Sur ce sujet très classique je me limite à un rappel des résultats figurants au programme de 


1962. Document 11 (Cours Maillard Par Girard et Lentin 1964) 
La parabole 


e Dans un repère orthonormé, le point initial étant le sommet O 
d’une parabole de paramètre p, l’axe Ox étant dirigé de O vers 
le foyer F, l'équation de la parabole est y? — 2 px — 0. 


146 


M sur la parabole (P) <> MF—MH <> ÿ—2pæ—0 
M intérieur à (P) << MF<MH <= yÿ—2px <0 


M extérieur à (P) << MF>MH <> wÿ—2px>0 


L'ellipse 
e L’équation d’une ellipse (E) de centre O, d’axe focal 2 a, d’axe 
non focal 2 b, dans un repère orthonormé de point initial O, 
Vaxe Ox étant porté par l’axe focal, axe Oy par Paxe non focal, 
: y 2 
est : + ni 1 = 0. 
| 
md 1 0 
Msur ellipse(E) <> MF-+MF'=-2a <> +; 
! æ Us 1<0 
Mintérieur à (E) <> MFHMF<2a <> + 
teur à 12 #V-1S0 
Mextérieurà(E) << ME+MF>2a <+ PART 
L'hyperbole 


e L’équation d’une hyperbole (H) de centre O, d’axe focal 2 a, 
de distance focale 2c, dans un repère orthonormé de point 
initial O, l’axe Ox étant porté par l’axe transverse, l'axe Oy par 
l’axe non transverse, est, en posant b? — €? — a : 


a _1—0. 
& b? 


M appartient à (H) <> |MF—MF'|=2a <= 


M extérieur à (H) <= |MF—MF'<2a <= : 


M intérieur à (H) <= [MF—MF|)>2a <+ — 


$ 5 propriétés communes aux trois coniques : foyers et directrices 


Document 12 (Cours Maillard Par Girard et Lentin publié chez Hachette en 1964) 


@ Si un point M décrit une elhpse (qui n'est pas un cercle) ou une 
hyperbole dont un foyer est F, il existe une droite (D) telle que 
le rapport des distances de M à F et à (D) soit constant, 

La droite (D) est la directrice associée au foyer F. 


€ frs 
La constante — — e est l’excentricité. 
Æ 


Fic. 339. 
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©@ Étant donné, dans un plan, un point fixe F et une droite fixe 
(D) ne passant pas par F, l’ensemble des points M du plan 


dont la projection orthogonale sur (D) est H, tels que de =e, 


où e est une constante positive donnée, est : une parabole si 
e — 1, une ellipse si e < 1, une hyperbole si e > 1. 


Le point F est un foyer, la droite (D) la directrice associée à ce foyer et 
e l’excentricité. 
309. Résumé. 
y? = ax? + bæ + c. 


c = 0, droite double. 
c < 0, pas de point. 
c > 0, deux droites parallèles. 


parabole. 


a < 0, un point. 
a > 0, deux droites sécantes. 


a < 0, ellipse (ou cercle). 
a > 0, hyperbole. 


a < 0, pas de point. 
a > 0, hyperbole. 


REMARQUE 12. 
Nous avons défini ainsi : une droite D et un point F non sur D étant donnés, la parabole de 


foyer f et de directrice D est l'ensemble des points M tels que = 1. Sur la figure 339, 


soient les tangentes au cercle (M, Mo) en et F, elles se coupent en T. La recherche d'une 

généralisation de cette définition pour l'ellipse et l'hyperbole amène l'auteur à considérer 

(fig339) TF = To donc T a même puissance par rapport au cercle C(F', 2a) et au cercle-point 

F: il est donc situé sur l'axe radical D de deux cercles fixes, la droite D est donc fixe. Par 

réciprocité polaire, T appartenant à D, la polaire de T sur D passe par le pôle I de D, donc D 

est orthogonale à (MD) en H. 
a . , ME MI M FF" 2c c 

Donc MIMH = M = MF et MH Mo Mb = EU Zac 

Ce rapport e est l'excentricité. Ceci nous conduit à une nouvelle définition des coniques à 

centres en termes de foyer et directrice associée. 

La symétrie impose pour chaque foyer une directrice associée (fig340 et 341). 

Le programme de 1962 innove par la donnée d'une équation commune aux trois coniques. 

Un résumé de la discussion est donné ci-dessus au $309 de l'ouvrage. 

J'écarte ici pour des raisons de concision les propriétés particulières à l'ellipse (projection 

d'un cercle, figure affine d'un cercle) et à l'hyperbole rapportée à ses asymptotes (y=k/x) ainsi 

que les multiples propriétés tangentielles des coniques. 


; par homothétie : 


$ 6 Sections planes d'un cône de révolution 
Les auteurs prouvent qu'étant donné un cône de révolution et un plan P ne passant pas par le 
sommet, si P n'est pas parallèle à un plan tangent au cône il existe deux sphères inscrites au 
cône et tangentes au plan P. Si P est parallèle à un plan tangent il existe une seule sphère 
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inscrite dans le cône et tangente à P. 

La nature de l'intersection d'un plan P avec un cône est étudiée en utilisant la géométrie 
descriptive, comme le suggère le programme. Les figures jointes résument les trois cas 
possibles selon les angles 6 et ©. 


æ = 0, Parabole. a > 0. Ellipse. 


«< 0. Hyperbole. 
Fi. 410. 
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CHAPITRE IV "LES MATHEMATIQUES 
MODERNES" EN 1970 


I Le Contexte et les enjeux de la réforme. 


a) En 1970, la similitude avec le contexte et les enjeux de la réforme de 1902/1905 
est réelle à beaucoup d'égards. 

-La recherche mathématique a beaucoup progressé depuis le début du XX° 
siècle dans le contexte de la théorie des ensembles, des structures algébriques et topologiques 
associées à la méthode axiomatique hilbertienne. Comme ce fut le cas pour nombre de 
problèmes comme la construction des réels, les géométries non-euclidiennes, et la théorie des 
ensemble à la fin du XIX° siècle, le Bourbakisme, à partir de 1939, réalise une mise en ordre 
des mathématiques à partir des structures algébriques, consacrant le primat des relations entre 
les objets sur les objets eux-mêmes. La fécondité exceptionnelle des méthodes formelles dans 
la recherche fondamentale au XX° siècle a fortement influencé les auteurs de la réforme de 
1970. 

-Une idéologie dominante préside les deux réformes. En 1905 c'est une 
"conception positiviste" de la science fondée sur "l'expérience" et la “connaissance 
empirique” des phénomènes naturels. Elle est remplacée dans les années 60 par une idéologie 
" scientiste” qui considère qu'elle peut résoudre, sans exception, par des modèles théoriques, 
tous les problèmes qui se posent aux hommes, dès lors qu'ils sont formulés rationnellement. 
Ces deux mouvements de pensée, à plus de 60 ans d'intervalle, intéressent beaucoup de 
grands pays avancés. 

-Comme en 1902/1905, dans les années 1960/70, les auteurs de la réforme, 
sont issus du milieu universitaire, et au plus haut niveau : citons entre autres : G.Choquet, 
J.Dieudonné, A.Lichnerowics, A.Revuz. 

-De même une volonté politique forte accompagne ces deux réformes, l'une 
sous la [1° république régnant sur son vaste empire colonial, l'autre sous la V° qui a enfin 
liquidé celui-ci en 1962 et recherche activement dans beaucoup de domaines à retrouver sa 
place dans un monde qui a évolué, après les désastres des deux grandes guerres mondiales. 

b) Cependant des différences notables existent entre les deux époques. 

-Au début du siècle, l'idéologie scientiste se basait sur l'empirisme ; 
Hilbert lui-même reconnaissait la place, à côté de l'axiomatique et du formalisme, d'une 
approche intuitive de la connaissance des objets étudiés. Par contre en 1960-70 les 
concepteurs abandonnent tout recours à l'empirisme et au concret. Ce qui caractérise le mieux 
cette idéologie scientiste et devient la pensée dominante dans les années 60-70, c'est le 
"structuralisme". Ce courant de pensée est issu de la linguistique! qui, par ses méthodes 
d'analyse, est proche des mathématiques. En France, il va toucher l'anthropologie, la 
philosophie, la psychanalyse et l'éducation avec respectivement Levi- Stauss, Althusser, 
Michel Foucault, Lacan et Piaget”. Cette diversité rend une définition simple du 
structuralisme d'autant plus difficile : retenons que cette théorie exprime le primat de la 
structure sur l'objet, le phénomène ou l'événement. Le rapprochement avec ‘les 
mathématiques modernes" est évident. Il est significatif dans l'œuvre de Piaget qui affirme 
que les hommes dès leur naissance “apprennent” selon quatre phases de 
développement successives. Chacun des stades se caractérise par une structure d'ensemble, et 


! Science nouvelle due à Ferdinand de Saussure en 1916 
? Jean Piaget (1890-1980)est un pédagogue suisse qui s'est surtout intéressé au développement de l'intelligence chez l'enfant. 
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la structure d'un stade devient partie intégrante du suivant. Le premier stade, dit d'intelligence 
sensori-motrice (de la naissance à la fin de la deuxième année), voit l'enfant passer de 
mouvements réflexes désordonnés à un comportement qui montre l'intériorisation et la 
combinaison des mouvements. Le deuxième stade de la pensée préopératoire, (entre deux ans 
et sept ans), recourt de plus en plus à des symboles abstraits. Le troisième stade, la pensée 
opérationnelle concrète, entre sept ans et onze ans, marque l'apparition de la fonction 
sémiotique (relatif à la théorie générale des signes, à leur signification sous toutes les formes ) 
et met en jeu des comportements évolués de résolution de problèmes. Le quatrième stade 
commence vers douze ans ; l'enfant acquiert alors une pensée opérationnelle formelle qui lui 
permet de développer des hypothèses et de déduire de nouveaux concepts'. Tout cela semble 
tout à fait en accord avec la démarche structuraliste réalisée en mathématiques. 

-On trouve aussi l'origine de cet engouement pour la science en général 

et les mathématiques dites "modernes" en particulier dans l'efficacité des outils 
mathématiques qui ont permis des développements remarquables de la physique et de la 
technologie depuis le début du siècle. Ajoutons que dans le même temps les progrès de la 
biologie moléculaire sont considérables. 
Ainsi il en va d'une connaissance plus approfondie de l'atome et des lois qui régissent 
l'univers. Citons Albert Einstein qui, dans ” La relativité restreinte" en 1905, utilise le groupe 
de transformations de Lorentz dont l'invariant le plus simple peut se voir comme des 
rotations dans un espace à quatre dimensions. Puis dans "La relativité généralisée" en 1915 il 
exprime les lois du champ de gravitation en utilisant les tenseurs, la géométrie des surfaces de 
Gauss et la géométrie Riemannienne. En 1924, De Broglie et Schrüdinger développent la 
mécanique ondulatoire en utilisant la mécanique matricielle, le hamiltonien et les vecteurs 
d'un espace de Hilbert. La science est devenue omniprésente dans la vie de tous les jours par 
ses applications et les découvertes technologiques ” grand public" du siècle sont pour une 
large part déjà réalisées en 1970. Sans vouloir être exhaustif citons les plus importantes : 
après la radio et la télévision basées sur les tubes électroniques, le "transistor" attribué à 
l'américain Bardeen en 1956 ; le "microprocesseur" F-100 à circuits intégrés qui ouvre l'ère de 
l'informatique, donc l'ordinateur, dés les années 60 ; les fusées avec la première satellisation 
en octobre 57 (le premier spoutnick russe). La médecine avait fait un bond en avant dans les 
années 40 avec l'utilisation des antibiotiques découverts par Fleming en 1924. En biologie, 
dès 1951 une maquette de l'ADN est construite par une équipe anglo-américaine et en 1967 à 
Stanford ( USA) on fabrique une molécule d'ADN active. En 1965 les français François Jacob 
et Jacques Monod obtiennent avec André Lwoff un prix Nobel pour la découverte de L'ARN, 
messager au niveau des gènes. On peut dire que cette époque est celle d'une "science 
triomphante”. 

-Tout ceci explique donc que dans les mêmes années soixante, la 
démarche déductive, et le formalisme dominant en mathématiques soient adoptés par d'autres 
formes de savoirs qui pensent que leur avancement passe nécessairement par une 
modélisation mathématique, fut-elle superficielle. C'est à cette époque que les domaines 
d'activités littéraires, sociales, économiques”, juridiques revendiquent le nom de "sciences 
humaines, sciences sociales, sciences économiques et sciences juridiques" pour accéder à une 
plus grande légitimité. Ainsi les mathématiques deviennent le passage obligé et privilégié 
d'accès à la connaissance. Ce contexte idéologique que d'aucuns appellent aussi "un 
humanisme scientiste ” suppose dans nos démocraties un partage du savoir avec le plus grand 


! Pour plus de détail sur les aspects "structuralistes" de cette réforme, je renvoie au travail de R.Bkouche, B.Charlot et N.Rouche publié en 


1991. 


? Les modèles mathématiques ultra-sophistiqués choisis par les banquiers et affairistes de la fin du 20° siècle et qui associées aux 
dérégulations en tous genre aboutissent à la crise mondiale de fin 2009 et montrent combien l'économie reste une "science ” très aléatoire. 
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nombre. L'extension par le ministère, des mathématiques dites "modernes", de la maternelle à 
l'université va dans ce sens. Pour caractériser de façon simpliste cette période scientifique, on 
pourrait dire : "Hors des mathématiques point de salut". 

c) L'effort financier et les réformes structurelles engagés par l'Etat sont 
nettement plus importants qu'au début du siècle. 

-Notons que le pouvoir en place engage v une démarche 
ambitieuse et volontaire qui permettra à la France de sélectionner une élite scientifique et 
rattraper un retard certain par rapport à d'autres pays. L'introduction de la théorie des 
ensembles a déjà eu lieu, à des degrés divers, aux Etats-Unis dans les Collèges pré- 
universitaires. Elle se développe dans plusieurs pays d'Europe, notamment en Belgique, en 
Allemagne, en Union soviétique. 

- Dés les années 55/56, l'ouverture modérée des Lycées à un plus 
grand nombre d'élèves est à l'origine d'un manque de professeur. Pour y faire face les IPES 
"les instituts de préparation aux enseignements du second degré"! furent crées sous la 
IV © République. Puis, la multiplication des Collèges (C. E.S) dès 1960, nécessitera un 
recrutement encore plus large des candidats aux fonctions d'enseignant toujours facilités par 
les IPES. 

- Mais chez de nombreux enseignants du secondaire formés avant 
la réforme programmes de mathématique à l’université des années 55/56, il y a un manque 
réel de "savoir"sur les mathématiques modernes. En 1969, la commission Lichnérowicz, 
formée pour installer la réforme, obtient du gouvernement de l'époque la création des 
LR.E.M. Ces Instituts créés au sein de l'université sont chargés dans un premier temps de la 
remise à niveau des enseignants sur les mathématiques modernes. Ils deviendront ensuite le 
lieu privilégié d'une véritable recherche pédagogique. L'originalité et la force de ces instituts 
qui dépendent directement du ministre s'expliquent de deux façons. D'une part ils sont 
relativement indépendants des instances intermédiaires traditionnelles de l'éducation, tels les 
Rectorats et leurs exigences financières et l'inspection générale. Enfin, en leur sein est 
organisée, pour la première fois dans le système éducatif, une collaboration non hiérarchisée 
des enseignants du supérieur et du secondaire. Hélas il n'y aura pas d' LR.E.X pour les autres 
disciplines du secondaire. Donc au fil du temps et des changements politiques, ces instituts 
perdront progressivement leur indépendance. Ils forment actuellement, au début du XXI° 
siècle, un réseau parmi d'autres, gouverné par le cadre général de la formation continue des 
maîtres, tâche remplie actuellement, depuis 1991, par les IUFM° dans chaque Académie. 

d) Si le cours d'Analyse n'est pas l'axe principal de l'évolution des 
programmes, tenu par l'algèbre moderne et la géométrie, il subit des changements notables 
en T.C et T.E avec une introduction des nombres réels par l'axiome de la borne supérieure et 
la définition de l'intégrale par les sommes de Riemann. 


l'A la suite d'un concours de recrutement en fin de 1° année d'université, les ipéssiens reçoivent pendant 3 ou quatre ans un salaire modeste 
mais suffisant pour faire face aux frais de leurs études. 
? Lesquelles IUFM sont remises en question en ce début 2009 pour la formation des maîtres 
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II Texte officiel complet du programme de mathématiques en 1972 


CLASSE TERMINALE C () €) 
(Horaire hebdomadaire : neuf heures). 


PRÉAMBULE 


a} Les paragraphes marqués d'un astérisque ne peuvent faire l'ebjet de questions . 
de cours, écrites où orales, ni être utilisés, en mathématiques, à l'occasion d'un pro- 
blème ou d'un exercice d'application à l'écrit où à l'oral du baccalauréat. 


b} Les rubriques du programme comportent un ordre d'énumération, Cet ordre. 
exprime parfois une intention dont les professeurs pourront s'inspirer, mais il ne 
saurait être imposé; par exemple il est loisible de permuter les trois alinéas du 1,3: 
concernant tes nombres entiers, Îes Ill, 4 et 2 (notions de continuité et de limite}, 
de donner, en |, 3, une autre introduétion des nombres complexes, etc. 


£) Chaque fois que l'occasion s'en présentera on mettra en évidence, sur les exemples. 
étudiés dans les différents chapitres, les structures de groupe, sous-groupe, anneau, 
corps, espace vectoriel, ainsi que les isomorphismes et homomerphismes (noyau), 
automorphismes rencontrés, 


L — Nombres entiers naturels, Arithmétique. 


1. Énoncé des propriétés attribuées à l’ensemble N des entiers 
naturels. Raisonnement par récurrence. Application de N dans un. 
ensemble X; notation indicielle; exemples. 


2. Anneau Z des entiers relatifs; multiplès d’un entier relatif F 
notation 12. Congruences modulo #; l'anneau Z/#2; division eucli- 


(1) A titre transitoire, et pour la seule année scolaire 1971-1972, le pro. 
gramme des classes de Terminale C est modifié ainsi qu’il suit : « Le 8 VIII, 
Probabilités sur un ensemble fini, est supprimé. » : 

(?} Voir note (?), page 96; voir aussi, page 118, le commentaire des: 
pee des classes terminales et, page 143, le texte de la Circulaire du 
6 avril 1971, : 
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-dienne dans Z, dans N. Principe des systèmes de numération: base: 
‘numérations décimale et binäire, : 


3. a) Nombres premiers dans Z; si f# est premier, ZipZ est un corps. 


: D) Décomposition d’un entier naturel en facteurs premiers: exis- 
“tence, unicité, 

€) Plus grand commun diviseur-et plus petit commun multiple: 
‘nombres premiers entre eux; identité de Bezout, 

:. (L'ordre de a), b), c) est, bien entendu, laissé au choix du profes- 
“seur). : 


IT. — Nombres réels; calcul numérique; nombres complexes. 


1. Inventaire (sans démonstration) des propriétés de R : c’est un 
:corps commutatif totalement ordonné (révision); toute partie non 
-vide majorée admet un plus petit majorant; tout intervalle de R conte- 
nant plus d’un point contient un nombre rationnel, 


2. Valeurs décimales approchées à 10-" près, par défaut et par 
excès, d’un nombre réel. : 

Représentation d’un nombre réel par une suite décimale illimitée 
(létude de la périodicité n’est pas au programme). 

Valeurs approchées d’un nombre réel, encadrement, incertitudes 
absolue et relative. | | | 
.… Valeurs approchées d’une somme, d’une différence, d’un produit, 
d’un quotient de nombres réels dont on connaît des valeurs appro- 
-chées. De nombreux exercices de calcul numérique seront faits à 
: l’occasion de l'étude des fonctions usuelles et à l’occasion de problèmes, 
«pour mettre en application les notions de valeurs approchées, d’enca- 
.drement, d'ordre de grandeur d’un résultat, d'incertitude (cf, V, 8). 


8. L'addition et la multiplication des matrices 2 X 2 murmissent 
L P 


l’ensemble C des matrices à coefficients réels de la forme é on . 
a 
d’une structure de corps commutatif, Identification de R à un sous- 


corps de G par l’application a FU Fe 


0 4 
riel de dimension deux sur R. Notation a + bi; nombre complexe: 
nombres complexes conjugués; module d’un nombre complexe. 


; CG est un espace vecto- 


4. Homomorphisme 6 de R sur le groupe multiplicatif des nombres 
‘complexes de module 1; forme trigonométrique d’un nombre complexe 
non nul : r(cos x + à sin x} avec r > (‘et xeR; argument d’un tel 
nombre (classes des nombres x qu, par abus, de langage, l’un d’eux). 

Calcul de cos nx et de sin nx (*ER, n — 2, 3, 4), et linéarisation 
‘des polynômes trigonométriques. Existence et représentation géomé- 
trique des racines n-ièmes d’un nombre complexe. 


. Résolution des équations du premier et du second degré à coeffi. 
uients complexes; calcul des parties réelles et imaginaires des racines: 
“cas des coefficients réels. me « e- 
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III. — Calcul différentiel, 


L. Fonctions numériques d'une variable réelle : continuité. 


Continuité « en un point »; continuité sur un intervalle; somme, . 
produit, quotient de fonctions continues, continuité de la fonction. 
composée de deux fonctions continues (sans démonstration). 

On admettra sans démonstration le théorème suivant: « Si une: 
fonction est continue sur un intervalle, l’image, par la fonction, de cet 
intervalle est un intervalle, » Application à à une fonction continue et 
strictement monotone sur un intervalle : éxistence de la fonction réci- . 
proque; monotonie et continuité de cette fonction {on admettra Ia. 
continuité). | 


2. Fonctions numériques d’une variable réelle: limites. 


Limite d'une fonction lorsque la variable tend vers un nombre 
réel donné, vers l'infini. Unicité. 

Cas particulier des suites. | 

Limite d’une sonime, d’un produit, d’un! quotient (sans démons- 
tration). 


3. Fonctions numériques d’une üariable réelle: dérivation. 


Révision du programme de Première G : fonction linéaire tangente 
en un point à une fonction donnée; notation différentielle; dérivée 
en ce point. Fonction dérivée ; dérivée d'une semme, d'un: produit, 
d’un quotient de fonctions dérivables. Interprétation géométrique 
de la dérivée (repère cartésien) ; équation de la tangente, Définition 
des dérivées successives. 

Dérivée en un point de la composée de deux fonctions dérivables. . 
Dérivée en un point de la réciproque d'une fonction dérivable et 
strictement monotone. 

On admettra sans démonstration que si une fonction numérique 
est dérivable sur un intervalle et si sa dérivée est positive ou nulle, elle 
est croissante au sens large sur cet intervalle, 

Comparaison de deux fonctions ayant même fonction dérivée sur : 
un intervalle, 

Étude du sens de variation d’une fonction dérivable à l'aide du: 
signe de sa dérivée. Représentation graphique; exercices simples de 
recherche d’asymptotes. À 


4 Fonctions vectorielles d'une variable réelle. 


Application d’une partie de R dans un espace vectoriel euclidien : 
de dimension finie. 

Continuité en un point; limite d’une fonction HER) Le variable 
tend vers un nombre réel donné, vers l'infini. 

Dérivée en un point; si l’espace vectoriel est rapporté à une base, 
coordonnées, dans cette base, de la dérivée; fonction dérivée. 
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Dérivée d'une somme de fonctions vectorielles dérivables, du pro- 
duit d'une fonction vectorielle dérivable par une Jonction numérique 
dérivable, 

. Dérivée du produit scalaire de deux fonctions vectobelles déri- 
vables. Application à la recherche de tangentes; exemples des coniques 
ct des hélices circulaires. 


. 9. Cinématique du point. 


Mouvement d'un point : application d’un intervalle de R dans un 
espace affine euclidien. Trajectoire. 
. Vecteur-vitesse à un instant donné. Un repère étant choisi, coor- 
données du vecteur-vitesse dans ce repère. Norme du vecteur-vitesse. 
. Vecteur-accélération à un instant donné. Un repère étant choisi, 
coordonnées du vecteur-accélération dans ce repère. 

Étude des mouvements circulaires (vitesse angulaire); étude des 


mouvements hélicoïdaux uniformes, 


L] 


IV. — Calcul intégral. 


1. Définition des sommes de Riemann d’une fonction numérique 
d’une variable réelle sur un intervalle fermé, borné, Fence de 


l'intégrale pour une fonction monotone; notation de (t) dt; 


premières propriétés, On admettra que ces propriétés s ’étendent à des 
fonctions continues, ou monotones par morceaux. 
Moyenne d’une telle fonction sur un intervalle fermé, borné: Lien 
avec la dérivation en des points où la fonction est continue. 
Primitives: ensembles des primitives; 


+ 


aie re (t) dt = F(b) -— F(a),f. étant continue sur [a, blet 


admettant F pour primitive, Calcul de primitives; intégration par 
parties. 


2. On énoncera, sans démonstration, les propriétés des aires dont 
l'existence est admise ici (additivité, unité d’aire...) 
.. Application du calcul intégral à l’évaluation de l’aire de la partie 
‘deR X R définie par a < x & b,0 < y < f (x), f étant une fonction 
positive monotone par Morceaux, puis une fonction positive continue. 
Extensions à b < a et à une fonction négative. 


3. *Applications géométriques, mécaniques, physiques, etc. (calcul 
-de volumes, masses, moments d'inertie; vitesse et distance parcourue; 
intensité et quantité d'électricité; puissance et énergie, etc.). 

:. Valeur efficace d’un phénomène périodique (1). 


… (9 Le 8 IV, 3 ne fait pas partie [voir Préambule, a)] du programme des 
- épreuves de mathématiques du baccalauréat, 


+ 


156 


V. — Exemples de fonctions d’une variable réelle (?}. 


l. Fonction x|-—> x (neZ); dérivée; primitives. 
2. Fonction xt+-—> x" (reQ, x > 0); dérivée: piimitiveg. 


3. Suites arithmétiques et géométriques. Somme des # premiers 
termes. 


4, Fonctions circulaires: dérivées (révision) ; dérivées et primitives de 
ai cos (ax + b) et x1—— sin (ax + D), 
5. Logarithme népérien (notation Log) : Log x — Le Ez > 0). 

Limite, quand la variable positive x tend VETS l'infini, de Log x et 
de LB, Limite, quand x tend vers 0, de x Log x. Représentation 
Héadhique. | | | 

6. Fonction exponentielle (notation exp). 

Propriétés; dérivée; représentation grabhique:; nombre £; notation 
e; limite de + quand x tend vers - co. | 


7. Autres fonctions logarithmiques et exponentielles. 


Relations entre les fonctions exponentielle et logarithmique de 
base a, et celles de base . ; 

Définition de xt où «eR; dérivée de la fonction x x, 

*Notation é® pour désigner cos x + isin x; & étant une constante 
réelle, dérivée de la fonction x gt (2), : 


8. Calcul numérique. 


Usage de la règle à calcul. US | 
Usage de tables; pratique de l’interpolation linéaire; tables de: 

logarithmes. : 
Usage de machines à calculer de bureau. 


9. * Équations différentielles (s. 


Recherche des fonctions numériques une ou deux fois dérivables 
de la variable réelle”x vérifiant les équations: ; 


+ 


(1) Certains résultats de ce chapitre, déjà connus des élèves, pourront. 
illustrer les chapitres précédents; il sera opportun de répartir Îes. difté-. 
rentes rubriques de celui-ci entre plusieurs moments de l’année, - 

(*) L'étude d’exemples de fonctions composées du type Jogarithmique 
ou exponentiel sera strictement limitée aux cas où sont en évidence les inter-" 
valles sur lesquels la dérivée garde un signe constant et où les indétermina- 
tions à lever sont uniquement celles qui ont été énumérées plus haut, 

(9) Le $£ V, 9 [voir Préambule, 4})] ne fait pas partie du programme des. 
épreuves de mathématiques du baccalauréat. 5 D 
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3" = ay, a étant une constante réelle, 
»" + wy — 0, & étant une constante réelle non nulle {on admettra 
que les solutions forment un espace vectoriel de dimension 2). 


VI. — Éléments de géométrie affine et euclidienne (1). 


. l. Somme directe de deux sous-espaces vectoriels; sous-espaces 
vectoriels supplémentaires. Application linéaire d’un espace vectoriel 
E dans un espace vectoriel F : image et noyau. Addition et composition 
des applications linéaires. 

Groupe linéaire. Homothéties vectorielles. 


2. Barycentre dans un espace affine. Variété affine, Repère affine. 
Réduction, dans le cas euclidien, de f (M) = «MA -L BMB? + eMC3, 


3. Application affine d’un espace affine E dans lui-même, appli- 
cation linéaire associée. , 

Exemples: projection parallèle sur un sous-espace affine; involutions 
affines, leurs points fixes; translations et homothéties. 


4. Applications linéaires d’un espace vectoriel euclidien dans lui- 
même conservant la norme; transformations orthogonales (isométries 
vectoriciles), groupe orthogonal. 
=: Dans le plan vectoriel et dans l’espace vectoriel de dimension 
trois, éléments fixes des transformations orthogonales involutives 
(symétries). Orientation du plan vectoriel euclidien (rappel de la 
classe de Première). | 

Etude des rotations vectorielles de l’espace vectoriel euclidien de 
dimension trois (par définition, une telle rotation est, soit l’identité, 
soit une transformation orthogonale qui a pour seuls éléments fixes 
‘ceux d’une droite vectorielle) ; groupe des rotations vectorielles: orien- 
tation de l'espace. 

Produit vectoriel de l'espace vectoriel euclidien de dimen- 
sion 3. 


‘9. Définition d’une isométrie de l’espace affine euclidien. ‘l'oute 
isométrie est une bijection affine. Groupe des isométries; sous-groupe 
des déplacements. ‘ 

-_ Dans le plan affine euclidien, symétries, translations, rotations ; 
tout déplacement est de l’un de ces deux derniers types. 

Dans Fespace affine euclidien de dimension trois, symétries, 
translations, rotations, vissages; tout déplacement est de l'un de ces 
trois derniers types. . 

:.. Exemples simples de groupes d’isométries laissant invariant un 
ensemble donné. 


:" (9) Dans ce paragraphe, le corps de base est R ët la dimension # est 
toujours égale à 2 où 4. Une « transformation d’un ensemble E » est une 
biüection de E sur lui-même; une'application f de E dans lui-même est une 
‘involutien si fo f est l'identité : c’est une transformation de E, 
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VII. -— Compléments de géométrie euclidienne plane. 


1. Angle d'un couple de -demi-droites vectorielles (rappel de 
Première); groupe Œ des angles de demi-droites, 

Angle d'un couple de droites vectorielles (ensemble des deux 
rotations vectorielles transformant la première en la seconde); groupe 
CL’ des angles de droites. Homomorphisme canonique & — «' ; son 
noyau. Isomorphisme &' — & déduit de l’homomorphisme & — æ 4 « 
de &@ sur &. Condition, en termes d angles de droïtes, pour que quatre 
points soient cocycliques. he 


2. Similitudes planes (c’est-à-dire applications du plan dans lui- 
même conservant les rapports de distances). Représentation parles. 
formules z’° = az + b ou z' = az | b lorsque l’on a identifié le plan 
à G grâce au choix d’un repère orthonormé. Points fixes des simili- 
tudes. Groupe des similitudes du plan et sous-groupes remarquables, 


3. Étude des courbes représentées, dans un répère drthonormé, 
par des équations de la forme a+ bp + Dex dy +e=0 ([al+15[ 0). 
Différentes formes de ces courbes; existence d’axes ou de centres de. 
symétrie, d’asymptotes: équations réduites; existence de la tangente, 
Ellipse, hyperbole, parabole définies par les propriétés de leurs points 
qui font intervenir les foyers et'directrices (les propriétés des tangentes 
aux coniques sont hors du programme). | 1 

Equation de l’hyperbole rapportée à ses asymptotes. 


VIII. -— Probabilités sur un ensemble fini. 


I. Espaces probabilisés finis (Q, T(Q), p). 

Applications mesurables (ou variables aléatoires); probabilité. 
image, fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle. . 

Couple de variables aléatoires réelles, loi du couple. Lois margi- 
nales, Couple indépendant. Système de # variables aléatoires indé. 
pendantes. : | 


2. Espérance mathématique d’une variable aléatoire à valeurs dans. 

R Ou RE. 
Espérance mathématique de la somme des deux variables aléatoires 

réelles d’un couple, du produit dans le cas d’un couple indépendant, 
Variance, écart-typé d’une variable aléatoire réelle. 


3. Inégalité de Bienaymé-Tchebycheff. Épreuves répétées; loi | 
faible des grands nombres. b 


IT Extraits de manuels d'analyse en T.C. en 1972. 
$1 Les réels. Notions de Limites : 
Document 1. Extrait du manuel " Cossart et Théron'"" publié chez Bordas en 1971. Les 
auteurs sont : Claude Pair, Alain Baiïlle, et J.L.Boursin. La collection est dirigée par les 
inspecteurs généraux Cossart et Théron. : 
e Les auteurs définissent d'abord deus suites dans l'ensemble Q dont les carrés approchent 
2 en remarquant que pour tout entier naturel n il existe un entier naturel a, tel que: 
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( %n 82e a. ; puis la construction de 2 est abordé ainsi page 136 du 
10° 1 n 


manuel: 


LES NOMBRES RÉELS  ‘'; 
En conelusion : 
— la suite des 7, = Les ést croissante : 
19 


— lensemble E des r, est majoré par 2, car r < 2 < 924: 
— la différence 2 — r° tend vers O quand n tend vers l'infini 


2 
Car cr < (+ 5) a = (en + x) 5 


10%) 10® — 10°’ 
5 
à 
0<2—7r < TS 


et = tend vers 0 quand n tend vers l'infini (classe de Première) ; 


— l'ensemble E des rs, aajoré par 2, n’a pas de plus grand élément : si, 
en effet, Ü possédait un plus grand élément a — r,, on aurait, pour tout n, 
In < 8 d'où r°< a, et @<2 
de sorte que 2 — r, > 2 —  ° ne pourrait tendre vers 0. 


On voudrait pouvoir conclure que r, tend vers un normbre r tel que r — 2, 
Intaitivement, si r existait, ce serait un majorant de l’ensemble E et, comme 
rn tendrait vers r, ce serait le plus petit majorant de E (Fig. 3,4). I] faudrait 
donc que, parmi les majorants de E, il en existe un qui soit plus petit que tous 
les autres. 


ro y _rors 


r? 
Fig. 3,4. 


On peut voir qu'il n'en est rien: supposons que E possède un plus petit majorant, 
a, appartenant à Q. On sait que a? £ 2. Restent deux possibilités : 

e a7< 2: mais alors, pour tout n, r} & d\< 2, donc 2 —- r> 2— 0 ne 
pourrait tendre vers 0 quand # tend vers l'infini : 

+ a > 2: dans ce cas, il existerait un nombre rationnel positif À tel que 

8—h> 0 et (a—hk} > 2: 

en effet, pour que {a — h}° — aï — 2 ah + k3 soit supérieur à 2, il suffit que 
at — ? ai + 2 


5 d'où à — h = Mars 0) 


alors, pour tout n, ri < 2< (a—h}, d'où r,<a-—h:a—h majorerait E et | 
à ne serait donc pas le plus petit majorant de E. 


2 ah = 2, soit k = 


— 196 — 
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La définition de R dans ce manuel est la suivante : 
e 


On appelle ensemble des nombres réels et on note R un ensemble : 
a) contenant Z: 
b} muni de deux lois de composition interne, addition et multiplication, et 


d’une relation d’ordre qui prol t 
tatif totalement ordonné à 0 007 de Zet font de R un corps commu. 


€) possédant la propriété d’Archimède : quels joué 
avec B > 0, il existe un entier naturel p tel que à < pby 0 R 


d) tel que toute parti i i < . 
pret partie non vide de KR qui est majorée admette un plus petit 


e Le tableau suivant résume les " Limites de fonctions de la variable réelle" 


si, f étant los 
Ro L i pour Les soit réalisée 
intervalle | le réel # vérifiant | l'inégalité 


{x — + 0) 


REMARQUE 1 

Les auteurs font dans ce manuel une présentation des insuffisances du corps Q des rationnels. 
Ils montrent (doc n°1: p136 ci-jointe du manuel) qu'il existe dans Q une partie non vide et 
majorée n'ayant pas de plus grand élément. Pour cela ils prouvent que l'ensemble E des 


termes de la suite (r = ie) telle que (r,) converge vers 2 ne possède pas de plus petit 


majorant dans Q. Cette méthode dite « des coupures » est à l’origine de la construction des 
réels par Dedekind vers 1870. Bien qu'elle se justifie, puisque R est définie axiomatiquement 
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au $54 page 137 comme un sur-corps de Q possédant la propriété de la borne supérieure’, 
cette présentation reste difficile pour un élève de TC. Ma remarque est subjective : la pratique 
en classe me convaincra que "la notion de borne supérieure ne passe pas au Lycée”. 

On peut essayer de l'expliquer. L'axe orienté et gradué, qui souvent, pour l'élève, représente 
les nombres par des points de cet axe, ne permet pas de "visualiser" facilement des parties non 
vides et majorées de Q qui n'ont pas de plus grand élément. Autrement dit, "le trou", la 
coupure dans Q des nombres x tels que x° < 2 ne peut résulter d'une intuition géométrique. 
C'est un véritable "obstacle épistémologique” qui dans la pratique demande une maîtrise des 
majorations que ne possèdent pas les élèves de TC. En 1984, j'ai expérimenté en classe un 
autre statut des réels basé sur ” l'axiome" des intervalles emboîtés : j'ai remarqué que l'image 
mentale de l'intersection des intervalles emboîtés réduite à un point semble plus accessible à 
l'élève. Peut-être a-t-il plus de difficulté à accepter que l’intersection d’intervalles emboîtés 
non vides soit vide ? D'ailleurs l’élève fait fonctionner ce concept plus aisément dans une 
démonstration notamment dans un contexte algorithmique ; pourtant cette propriété est 
absolument équivalente à celle de la borne supérieure. 

Comme déjà en 1962, la définition cinématique de la limite est clairement écartée dans tous 
les manuels au profit de la définition de Weierstrass en £, ©. Le tableau fourni par le manuel 


Cossart et Théron (documentl) permet de rassembler les diverses définitions de la limite 
d'une fonction. Ce tableau montre, comme déjà en 1962, que € > O étant donné, il faut 
chercher & en fonction de €. Les auteurs soulignent la mise en garde nécessaire dans leur 
ouvrage : On remarque cette fois qu'un membre de phrase tel que "f(x) tend vers l" n'a aucun 
sens sans un contexte tel que “quand x tend vers a". 

Ce manuel donne en remarque, (page 207, non reproduite ici) une généralisation de la limite 
en a et en l'infini par la notion de voisinage empruntée à la topologie. Il faut rappeler qu'à cette 
époque des conférences de l'Inspection Générale informent les enseignants sur la notion de 
"bases de filtres" due au mathématicien Cartan. Très rapidement, Cartan lui-même demandera 
qu'on écarte ces considérations trop théoriques au Lycée. Pour conclure ce commentaire, il 
importe de préciser que le formalisme développé ici pour les réels n'est pas limité à l'ouvrage 
cité mais présent dans la plupart des manuels de l'époque. Il a très souvent dépassé les 
objectifs des concepteurs eux-mêmes. Cette attitude participera, entre autres, à l'échec de la 
réforme. 


$2 Dérivée 


Pour la première fois dans le siècle, en 1971 en classe de première et en 1972 en terminale, la 
définition du nombre dérivé est présentée sous son aspect quantitatif. Le développement 
limité à l'ordre un de f est défini en un point xo, sans pour autant que cette expression soit 
utilisée. Ceci est réalisé par la considération de la fonction affine tangente h — ah en ce 
point. Les calculs approchés en sont une application directe puisque 
f(x, + h) = f(x,) + ah etl'erreur = he(h). 

En 19672, seul le théorème des accroissements finis permettait des calculs approchés, mais 
ceux-ci sont restés exceptionnels dans la pratique des exercices. Cette fois, avec la fonction 
affine tangente, dans certains cas, 1l est possible de donner un majorant de l'erreur à 
conditions de pouvoir majorer le reste he(h) sur un intervalle donné contenant x, 


1 : 4 s 1 x rs SE : £ : : : 
"Toute partie non vide et majorée de R possède une borne supérieure, c'est à dire il existe un réel qui est le plus petit des majorants de cette 


partie. 
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Document 2 (extrait du Cossart et Théron) 


DÉRIVÉES 


Définitions Soit une fonction f définie dans un intervalle ouvert 

contenant un nombre x,. Posons-nous le problème 
d'approcher f(x) au voisinage de x,. Une première possibilité, valable si f 
est continue en x,. consiste à approcher f(x) par f{x0). 


Exemple. On peut approcher V/10 002 par V 10 000 — 100. 


Pour améliorer cette approximation, étudions la différence 


EG) = f{xo + #) — f{xo), 
qui est nulle pour k — 0, et cherchons à approcher ® par une fonction simple 
de h. Les fonctions les plus simples, nulles pour k — 0, sont les fonctions 
Hinéaires 
k ah. 
Cherchons si, parmi ces fonctions, il en existe une qui approche @ mieux que 
les autres. 


Définition 1. 


Soit une fonction f définie dans un intervalle ouvert contenant un nombre x,. 
S'il existe un nombre réel a et une fonction € tels que 


FGo + h) — Go) = (a + Ch) h 
où e(h) tend vers 0 quand h tend vers 0, on dit que la fonction k,. ah 
est la fonction linéaire tangente à f en x,. 


L'emploi du terme « fonction linéaire tangente » sera justifié plus loin 
(& 92). Non seulement l’erreur commise en remplacant f(x, + h) par f(xo) + 0h 
tend vers 0 avec h, mais encore son quotient par h tend vers 0 : on peut dire 
qu’elle tend vers 0 plus vite que h. 

Cherchons maintenant à quelle condition il existe une fonction linéaire 
tangente et comment la déterminer. Pour cela, a désignant un nombre réel, 


calculons, si h £ 0, 
PRCELES CEE 

ou, en posant x, + h — x, 
a = SE) _ 


X — Xo 


(A 


_— 245 — 


REMARQUE 2. Cette définition de la dérivée en un point est importante à divers titres ; la 
considération de la fonction affine tangente permet à l'élève d'utiliser son intuition 
géométrique pour donner du sens au concept, l'interprétation graphique montre concrètement 
la valeur approchée de f(x,) égale à HK et l'erreur HM. (cffigure ci-dessous). Cette 
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justification graphique de l'existence d'une valeur approchée rend évident pour l'élève la 
nécessité de rechercher un majorant de l'erreur HM 

L'expérience m'a montrée, d'une façon générale et à d'autres occasions en analyse, l'intérêt de 
"cette approche géométrique” au Lycée. Elle conjugue avec bonheur la possibilité pour les 
élèves de créer des images mentales et par voie de conséquence de manier les concepts 
difficiles avec une rigueur suffisante dans le cadre d'une appropriation progressive du savoir. 
En 1962, nous avons noté l'apparition d'un vocabulaire toujours plus riche et plus précis, plus 
logique formellement, et l’apparition d’une place a part entière pour l'enseignement de 
l'analyse. Cette fois les concepteurs en 1970 souhaitent rompre avec un enseignement de 
l'analyse purement "algébrique" ; c'est à dire réduite au calcul des dérivées, des primitives et 
à l'étude des variations des fonctions usuelles. 

Les études locales, les majorations pourraient être envisagées. Bien que les textes le rendent 
possibles, ce ne sera pas encore le cas dans la pratique en classe, l'utilisation de la dérivée en 
termes d'approximation restera l'exception. Le quantitatif ne vient pas équilibrer la place trop 
grande du qualitatif, ce n'est pas dans l'esprit de ce programme trop formaliste. 

En fait, la pratique de l'analyse demeure en terminale au second plan ; le terrain de l'activité 
mathématique est en grande partie occupé par l'exposé du cours sur les théories nouvelles et 
par l'ouverture d'un champ nouveau de problèmes! apportés par les structures algébriques, 
l'algèbre linéaire et la géométrie affine. 


#0 % 


$3 Calcul intégral 


Pour témoigner du traitement de l'intégrale avec l’axiome de la borne supérieure, je choisis la 
collection « Queysanne-Revuz » édité chez Nathan. L'auteur est Marc Gourion professeur 
agrégé au Lycée Henri IV. M. Queysanne et À. Revuz, les directeurs de la collection, sont 
tous deux professeurs à l’université Paris VIL ils ont été parmi les artisans de cette réforme. 
Leur point de vue est donc d’autant plus intéressant ici. Ils définissent les propriétés d’une 
fonction intégrable au sens de Riemann sur {[a,b] à l’aide des fonctions en escaliers sur 
[a,b]. Cette méthode est la plus usitée dans les ouvrages, à quelques exceptions près comme la 
collection « Cossart et Théron » qui utilisent pour une fonction continue et monotone le 
procédé plus difficile des sommes de Darboux. 


1 : x é : LS 4 PR 
J'en donnerai un exemple sous la forme d'un problème de baccalauréat dans la seconde partie consacrée à la géométrie. 
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Document 1 (Queysanne-Revuz ) Fonctions en escalier 


Dans la première section nous définissons et nous donnons des propriétés d’une fonc- 
tion intégrable au sens de Riemann sur un segment [4, b] à l’aide de fonctions en esca- 
lier définies sur {a , b] dont l'emploi est particulièrement adapté à cette étude. Les 
fonctions en escalier constituent l’ouril à la fois simple ef précis que nous utiliserons 
dans tout le chapitre aussi bien pour les questions théoriques que pour les applications 
pratiques. 

Dans la section IE, on est conduit à la notion de primitive d’une fonction. Les pro- 
blèmes posés sont de deux sortes : problème d'existence d’une primitive d’une fonction 
sur un intervalle et problème de calcul de primitives comportant quelques techniques 
de calcul. 


La section I est réservée aux applications pratiques du calcul intégral, qui sont nom- 
breuses et que l'on rencontre particulièrement en Mécanique et en Physique. 


I. Intégrale au sens de Riemann 
d’une fonction sur un segment 


- FONCTIONS EN ESCALIER : ; 
a) Définition. 


Soit, par exemple, la fonction & définie sur le segment [1 , 4] par : 
si 1Lx<2 , pix)= 1 
si 2Lx<3 , g {x) = 0 
si 3<<x<d4 , px) — —2 


PD=L , pO)—=3 , 8G)—=—-1 , 94) = — 
Nous avons la représentation graphique de ® indiquée à la figure 1. 


Fig. 1 


NI 
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On dit que æ est une fonction en escalier définie sur [1 , 41. Plus généralement : 


DO —@ 
On appelle fonction en escalier définie sur [a , b1 (a < b) toute application de [a ,b] 
dans MR possédant les propriétés suivantes : il existe un nombre fini de points 
Xe Xgs ee es Kg Xgage oo ce Xnr Xna de [a , b]tels que 

ak Le. Xi Xin Gore Cr € Xi © 


et l'application est constante sur chaque intervalle ouvert 1x, , x,,1[ ( << n). 
RQ Re ER 


Cela revient à dire qu’il existe des nombres réels À;, x, ..., À, tels que pour tout à de 
{1, 2, ..., n} on ait, si o désigne cette fonction en escalier : 

Yxe x, xD px) = X 
et, puisque ® est définie sur [&, b], elle est définie aussi aux points X%y, Xo, cs Xnpl 


c'est-à-dire qu'il existe des nombres réels 13, ua, -.-, ls tels que pour tout à de 
{1,2,...,n+t)onait: og. 


L’auteur démontre aisément à partir de cette définition le théorème suivant : 


Théorème. 


L'ensemble des fonctions en escalier définies sur [a , b], muni de l'addition des fonc- 
tions numériques et de la multiplication par un nombre réel, est un espace vectoriel 
sur MR. 


Ensuite l’auteur donne trois exemples où intervient le concept d’intégrales d’une fonction 
en escalier : 1) distance parcourue par un train dont la vitesse est constante par intervalle 
de temps. 2) La quantité d’électricité transporté sur un circuit par un courant continu par 
intervalles de temps. 3) Enfin l'énergie calorifique dissipé sur ce même circuit. Puis il pose 
la définition suivante : 


Définition. 


Soit ep, l'ensemble des fonctions en escalier définies sur [4,6] (a < b). Soit o 
un élément quelconque de cet ensemble c'est-à-dire Une fonction en escalier définie 
sur [à, b]lIlexiste x), xs, ...,x,,X,2,. .. x... de [a, bltels que 
FAX Co Lois EX EC Xiuy eee € Xou = D, 

æ prenant une valeur constante À, sur chaque intervalle 1]x;,x,,.,[ (1 < /< n). 
soit l'application L, de #2, dans IR : 

pi op) = A0 — x) + xs — Xe) + 0 + An Xuss — X4) 
le nombre i, (9) s'appelle l'intégrale au sens de Riemann de la fonction en escalier 
sur [a, b]. 


Li 


On représente cette intégrale par > À (Xi — x) où par le symbole 


i=l 


[+ 60 dx 


qui se lit « somme de a à b de & (x) dx », 


Puis l’auteur démontre aisément les propriétés suivantes : 
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Théo Te. _—____—"——____——…”…"”—"—_——— 


Si Ep) est l'ensemble des fonctions en escalier définies sur [ . b] {a < b), 
l'application l, de Eçan dans ÎR, qui associe à tout élément de es Son intégrale au 


sens de Riemann, est une forme linéaire définie sur ep]. 


oo 


En résumé, si l’on suppose a < b : 


PE sn) | Un & pQ) < M sur [a, 6) ==> mb — a) & 1, () & MG — a) | @) 


Si + est une fonction en escalier telle que | + (x) | M sur [e,b](M = 0 donné), on 
peut écrire pour tout x de [a, b] : 
—M<@(G)<M 
et en appliquant (3) on a 
—M(G— a) <1,(e9) M6 — a) 
c’est-à-dire 
11 (P) | < M 6 — 0). 
En résumé, si l’on suppose a < b : 


HrEcau) | (?@]< M surfe, D} — |1,()| < MG — & | (4) 


Et enfin il définit la notion de fonction intégrable au sens de Riemann 


5. 3 FONCTIONS INTÉGRABLES AU SENS DE RIEMANN 


a) Définition d’une fonction intégrable au sens de Riemann sur un segment. 


Soit une fonction numérique f définie sur [e, b] (a < Bb). On dit que f est bornée sur 
La , b] si et seulement si l’ensemble des valeurs prises par f sur [a, b] est borné. Cela 
signifie que cet ensemble de valeurs est majoré et minoré donc il admet une borne supé- 
rieure M et une borne inférieure #1. Les nombres M et m s'appellent la borne supérieure 
et la borne inférieure de f. If existe alors au moins deux fonctions en escalier (fig. 4) qui 
sont les fonctions constantes définies sur [a , b] 

Pi XI mm 

di x 1 M, 


Fig. 4 


on a pour tout x de [a, b] m< f(x) & M 

c’est-à-dire que sur [a, 3] on a pLfE Y 

donc si fest bornée sur [a , b] il existe au moins deux fonctions en escalier qui encadrent f 
sur [a, b]. 
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Réciproquement soit une fonction numérique f définie sur {a , b] que l’on peut encadrer 
par des fonctions en escalier & et 4 définies sur [a , b] c’est-à-dire que f peut être majorée 
et minorée par ces fonctions en escalier : 


PL, 
on a pour tout x de [a, b] : 
e Go) FC <d (0, 
or étant une fonction en escalier, elle admet une plus grande valeur M et l’on à 
Œxela,bD f@<Y@<M; 
de même + admet une plus petite valeur "+: et l’on a 
Gxrele,bl m<p@)<f@). 


Donc f est bornée sur {a , b]. On peut énoncer : 


Théorème 1. 


Pour qu'une fenction numérique définie sur [a,b] (a < b) puisse être encadréa 
par des fonctions en escalier définies sur fe, b]} il faut et il suffit qu'elle soit bornée 
sur [a , b]. 


mm 


Plaçons-nous dans cette hypothèse. Soit f une fonction bornée sur [a , b], encadrée 
par des fonctions en escalier & et à sur [a , b] : 


p LE 


onsait(cf.$5.2b)quesi g<%, ona [L(?)< I, (). Soit E l’ensemble des nombres 
réels I, (æ) obtenus à l’aide des fonctions en escalier g qui minorent f sur [a,blet F 
l’ensemble des nombres réels I, (L) obtenus à l’aide des fonctions en escalier ÿ qui majo- 
rent f sur [&, b]. Tout nombre de F est un majorant de E; donc, E étant une partie non 
vide de R majorée, E admet une borne supérieure que nous désignerons par : sup 1, (œ). 
Tout nombre de E est un minorant de F: done, F étant une partie non vide de R mino- 
rée, F admet une borne inférieure que nous désignerons par : inf1, (4). 

Nous nous placerons dans le cas où sup IL, (@) == inf L, (4). On dit alors que f'est inté- 
grable au sens de Riemann sur [a, b]. 


Définition. 


On dit qu'une fonction numérique 7 définie sur (a, b}] (a < b) est intégrable au sens 
de Riemann sur [a , b] si et seulement si : 


1. On peut l’encadrer sur [a , b] par des fonctions en escalier (ce qui revient à dire 
qu'elle est bornée sur [a, b]). 

2. La borne supérieure de l'ensemble des intégrales au sens de Riemann des fonctions 
en escalier minorant f sur [a . b] est égale à la borne inférieure de l'ensemble des inté- 
grales au sens de Riemann des fonctions en escalier majorant f sur [a, b]. 


qq mm 
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Cette borne commune s'appelle l'intégrale au sens de Riemann de la fonction f sur 


b 
[a , b]. On la note encore ( Fr) dx. 
a 


On a donc, si o et à sont des fonctions en escalier telles que 9 < f & Ÿ sur [a, Bb]: 


b 
| Î fQ dx = sup Le) — inf LC) | 


Dans tout ce qui suit, il ne s'agira que de fonctions intégrables au sens de Riemann sur 
[a , b], avec provisoirement à  b, et nous dirons souvent & fonction intégrable » sur [a, b}, 
étant entendu que cette fonction répond aux conditions de la définition précédente. 


Nous allons transformer la condition 2 de la définition par une autre qui sera plus com- 
mode. 


Soit f une fonction bornée sur [a , bl, E l’ensemble des nombres I, (+) et F l’ensemble 
des nombres I, {4}, o et d étant des fonctions en escalier telles que » < f & 4 sur 
(ae ,bl 

On sait (cf. tome 1, $ 3-13 a) que E et F forment un couple de parties de MR adjacentes 
si et seulement si l’on a l’une des deux propriétés équivaientes I ou IT suivantes : 


I. la borne supérieure de E est égale à la borne inférieure de F. 


I GxeE) yreF x<}y 
"{GeEeRY GAxeE) rel 17 — xl <a 

Tout nombre I, (p) est inférieur à tout nombre I, (4). Pour que sup I,(o) — inf I, (4) 
il faut et il suffit que, quel que soit x :- 0, l’on puisse trouver des fonctions"en escalier 9 
et à telles que & << d sur [a,b] et |L,(4) — 1,{?)| << « que l’on peut écrire 
simplement 1,4) — Ie) < « puisque I, (e) < I, (). Concluons : 


Théorème 2. 


Une fonction numérique f définie sur [a,b] (a < b} est intégrable (au sens de 
Riemann) sur [a , b] si et seulement si, quel que soît « > ©, il existe des fonctions 
en escalier @ et Ÿ définies sur [a , b] telles que 


p<f< sur [#,b] 
lof} — lo(p) < &. 


b} Exemples. 


1. Toute fonction f en escalier définie sur fa, b]l est intégrable au sens de Riemann car 
elle répond à la définition précédente d’une fonction intégrable puisqu'elle est bornée 
sur [a , b] et son intégrale 1,{f) (définie au $ 5.2 a} est la borne commune des ensembles 
des intégrales des fonctions en escalier qui l’encadrent sur [a , b]. 


« 4 
LS 
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Désignons par da l’ensemble des fonctions intégrables sur [4,b]. L'ensemble &ç 3 
des fonctions en escalier définies sur [a , blest donc une partie de die br- 
Considérons les applications suivantes : 


12 Gb —— R 
b 
font = | 6 dx 
et I à dio.ëi Re R. 
fo] 
F not - | (x) dx 


l'application 1, est donc la restriction de I à êus; 


2. Soit une fonction f monotone sur [a,b] (a< b). Nous supposerons qu'elle est 
croissante sut [a, b]. Cherchons des fonctions en escalier qui encadrent f sur [a, b] 
(fig. 5). 


Fig. 5 


Soit un nombre fini de points de [a , b] tels que l’on ait 
a — Xy Le © “sas EX Hu … Kai — B, 


la fonction © telle que : 
sur chaque intervalle [x, ,x,,,[ (<i<r—1) 
sur (E : b] » P (x) ne ft) 


est une fonction en escalier qui minore f sur fa, b]. 


ce 


, P@)= f(x) 
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La fonction 4 telle que : - * 
sur chaque intervalle [x,,x ul (AKRi<Kn—1) , tO= fe.) 
sur {x,,b1] , 4(@)=/f(@) 


est une fonction en escalier qui majore f sur [a, bi. 


L, (4) — 1 (9) — D. Fc) Gen — x} — > SUD Gr — x) 


i=1 i=1 


= D Vaux) — SO] Gr — x 
i=1 
Quel que soit à => 0, cherchons à avoir 
1, (D) — Te (op) < &, 


si l’on choisit les points de [a, b] de manière que pour tout ? de {1, 2, ...,#} on ait 


Hu € FE) — f@) 


(on suppose que f n'est pas une constante sur [a, bl donc f (b) — f (a) Æ 0), 
on a 


LE — LE < D Lo) — O7 


i=1 


LO — DO < 757 > VU) — Fi) 
ii 


LD — LD < 77 VO — 
et on a bien Lo (D — Top) <« 


Donc, d’aprés le théorème 2 précédent, la fonction f'est intégrable sur [&, b]. La démons- 
tration est analogue dans le cas où f'est décroissante. 


Théorème. 


Toute fonction monotone sur un segment est intégrable au sens de Riemann sur ce 
segment. 


3. Nous admettrons le théorème important suivant : 


Théorème. 


Toute fonction continue sur un segment est intégrable au sens de Riemann sur ce 
segment. 


©) Opérations sur les fonctions intégrables. 


Nous allons étendre aux fonctions intégrables sur [a, B] (a << b) les opérations (addi- 
tion, multiplication par un nombre réel) sur les fonctions en escalier (cf. $ 5.2 b). Nous 
proposons, en exercice, l'étude de la multiplication des fonctions intégrables. 


ES 
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REMARQUE 1. 

a) Il est certain que le souci de l’auteur en introduisant l’intégrale des 
fonctions en escaliers, à partir de trois exemples pris en Physique, est de montrer que ce 
concept a des applications concrètes en physique ; il est donc utile et même familier. 

b) Puis il utilise la propriété de la borne supérieure, en déduisant que les 
intégrales des fonctions en escaliers qui minorent f (resp. majorent f) ont un plus grand 
élément s (resp. un plus petit élément S), et enfin dans le cas d'une fonction monotone :il 
démontre que s = $S. C’est là que se situe, à mon sens « l’obstacle épistémologique » ; 
d’ailleurs l'expérience me l’a confirmée dans ma pratique de cet enseignement : au risque de 
me répéter, ce concept de borne supérieure ne "passe pas" en terminale au Lycée. 


c) Bien que cet enseignement se rapproche légitimement des découvertes 
du XIX° siècle, le choix des sommes de Riemann associées à la propriété de la borne 
supérieure pour définir l'intégrale au Lycée est pour moi une erreur. J'en appelle encore une 
fois à Poincaré qui dans sa conférence au Musée Pédagogique en 1904 en parlant du calcul 
intégral au Lycée par les sommes de Riemann disait : "Tout cela à sa place dans 
l'enseignement des Facultés ; tout cela serait détestable dans les Lycées." Il y a d'autres 
approches, plus en adéquation avec l'enseignement en terminale. Elles se présenteront à 
l’époque suivante dans les programmes appliqués en terminale en 1983 et en 2001. 

d) La pratique de ce programme en classe m’a appris que le plus souvent 
les heures passées en cours à ces développements difficiles n'ont pas conduit l'élève à donner 
une certaine épaisseur sémantique au terme "intégrale d'une fonction continue" : l'acquisition 
du sens est très souvent un échec. Le temps étant limité à 9 h par semaine ( heureuse époque) 
pour le cours de mathématiques, il est évident que certains enseignants seront dans 
l'obligation de pratiquer une mathématiques langagière souvent éloignée des problématiques. 
Document 2 (Collection Queysanne-Revuz ) Primitives d’une fonction 


6 DÉFINITION D'UNE PRIMITIVE D’'UNE FONCTION. EXEMPLES — 


a} Définition, 


Soit la fonction F: x 1——+ x + 3x — 1 définie sur IR, sa fonction dérivée 
est f: x 3 x? + 3 définie sur IR. On dit que Fest une primitive de f'sur. 
IR = ]-, oo. Plus généralement : 


Définition. 
Soit deux fonctions numériques f et F définies sur un intervalle | ouvert ou fermé. On 
dit que F est une primitive de f sur | si et seulement si F est dérivable sur | et a pour 


fonction dérivée sur | la fonction f. 
TT 


Les problèmes qui se posent sont de deux sortes : problème d'existence qui consiste à 
savoir quelles fonctions f admettent une primitive sur un intervalle et problème de calcul 
de toutes les primitives de f quand elles existent. Nous étudierons le premier problème 
seulement lorsque f est continue sur un segment. 


b) Existence d’une primitive pour une fonction continue sur un segment. 


Soit f une fonction continue sur [a, b] donc intégrable sur [&, b]. Si x est uni point 
quelconque de {a, b], f est aussi continue sur Le segment [a, x] donc intégrable sur ce 


vi t : 
segment. Nous noterons son intégrale sur ce segment : J f{t) dt en rermarquant bien 
a 
les rôles différents des lettres x et t. En effet soit F la fonction définie sur [a, b] par 


ÿ . = s 
Fx) = ( f(6) dt, on voit que l’on obtient la même fonction F de la variable x si l’on 
a ; s+ 
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remplace ? par toute autre lettre (x, v, *..). On dit que r est une variable « muette » car 

finalement elle n’intervient pas, tandis que x n'est pas une variable muette, 

Étude de la dérivée de F en un point x, de la, b[. Pour cela cherchons si le taux d’accrois- 
E (x) — f Go) 


sement ce de F a une limite au point x,. On a : 
FU 


F (9 — F (x) = fro a [ro [ro dt + f ro dt 


£ LÉ f dt 
donc 
F — F 1 æ 


ce taux d’accroissement n’est autre que la moyenne de f sur [x,, x]. On sait, f étant 
continue, qu'il existe x, de [x,, x] tel que (cf. $ 5.4 ©) : 
1 æ 
fx) = x — % FL ro dt. 
Puisque est continue en x,, quel que soit « = 0, il existe 8 = 0 tel que pour tout x de 
lo — 8 ,xo + Blon ait { f(x) — féxo) | << «. Donc si dans l'égalité (1), le nombre x 
appartient à 
Jo — 6,x0o + BE, 
le nombre x, appartient aussi à cet intervalle et l’on a aussi | fx) — f(x | <a  ‘ 
c'est-à-dire : 


Fx) — F(x) 
rt À Fo | < «, 
F — F : 
ce qui exprime que : lim FE FE = f(x). Donc la dérivée de F au point x, 
Lin TT #0 


de Ja, b[ est f(xo). : | .- » & 4 
Étude des dérivées de F à droite et à gauche aux points a et b. Si l’on suppose a << b et si 
dans le raisonnement précédent on remplace x, — 8, x, + 8[ par le, a + EI ou par 


lb —E,b[ on déduit : 


…. FD—F 

1e, FOTO Lo 
.…. FG) — F() 
De non 0 


donc F est dérivable et a pour fonction dérivée f sur le segment [a, b], ou encore : 
Théorème. 


+ 
Si f est une fonction continue sur [a , b]. la fonction F : x —— | FE) dt | 


définie sur fa, b] est une primitive de f sur [a, b]. 


REMARQUE 2. Le théorème fondamental qui permet de calculer les intégrales, lorsqu’on 
peut atteindre la primitive est démontré ci-dessus avec beaucoup de rigueur. Il réinvestit 
nombres de concepts difficiles comme la continuité en un point, le théorème des valeurs 
intermédiaires, la dérivabilité à droite et à gauche. Il s’agit là ; il me semble, d’un niveau de 
discours plus adapté à la classe de Mathématiques Supérieures qu'à une terminale. C’est une 
confirmation des paragraphes précédents : la barre a été placée très haute en Analyse au 
Lycée. 
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Document 3 (Collection Queysanne-Revuz ). Calcul d’aires 


Plus généralement soit f une fonction intégrable, positive sur [a, b] (a << PB) et la partie 
de R2 définie comme précédemment par 


a x< b 
0O< y </f(x) 


et représentée par la partie À du plan que nous avons hachurée à la figure 8. Par défini- 
tion, l'aire de À est 


# (A) — fre dx 


Fig. 8 


x* 


Puisque f > O0 sur [w,b],ona (cf. 8 5.4da): Æ{(A) x 0. 

Ce nombre # (A) est la borne supérieure de l’ensemble des intégrales des fonctions en 

escalier positives qui minorent fsur [a , b] (cf, $ 5.4, remarque) c'est-à-dire de l’ensemble 

des aires des parties associées à ces fonctions (fig. 9). Le nombre SE (A) est aussi la borne. 
inférieure dé l'ensemble des intégrales des fonctions en escalier positives qui majorent 

f sur [4,6] c'est-à-dire de l’ensemble des aires des parties associées à ces fonctions 


(fig. 10). 
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REMARQUE 3 


. Comme le montre le doc3 ci-dessus, la définition de l’intégrale de Riemann 


par les fonctions en escaliers a l’avantage de donner une interprétation aisée du calcul de 
l’aire sous la courbe. Il est dommage que l'aire apparaisse ici, en fin d'exposé, comme une 


simple application du concept d'intégrale. 
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2° PARTIE GEOMETRIE ET ALGEBRE 
LINEAIRE DE 1972 A 1983 


I La gestation du nouveau programme de géométrie. 


$ 1 Les péripéties qui précèdent le changement 

Il est essentiel de revenir sur le débat au plus haut niveau qui a précédé la réforme, dans la 
mesure où il pose le problème non seulement d'un enseignement de la géométrie au XX° 
siècle mais aussi de la pérennité de cet enseignement. Dans les années 1964-65, une réflexion 
sur l'évolution de l’enseignement des mathématiques est organisée dans le cadre d'une 
publication : "Les Chantiers mathématiques" sous le patronage de l'A.P.M.E.P. Des 
émissions de télévisions (au nombre de 58 en 1964-65) sont diffusées sur l'unique chaîne de 
l'époque dans l'après-midi, elles sont accompagnées de documents publiés par l'Institut 
pédagogique National. Ces travaux sont placés sous la direction scientifique d'André Revuz, 
professeur à la Faculté de Sciences de Poitiers et de G.-Th Guilbaud, directeur d'études à 
l'Ecole pratique des Hautes Etudes. 


Document 1. (Extraits de la publication " Les chantiers Mathématiques'') 


4. Difficultés de la géométrie 


L'enseignement de la géométrie présente un grand nombre de difi- 
cultés en plus de celles qui se rencontrent dans tout l’enseignement des 
mathématiques. Il y a intérêt à en rechercher les raisons par delà les 
polémiques souvent passionnées sur le sujet. 

Il faut apprécier à leur juste valeur les arguments en faveur d’un 
enseignement de la géométrie, c’est-à-dire tenir compte des critiques 
raisonnables que cet enseignement s’est attiré. Mais puisque la conclusion 
est qu’il faut enseigner la géométrie, le vrai problème est d'améliorer sa 
présentation ; il sera alors presque évident que l’étude des espaces vec- 
toriels rend à la géométrie sa place dans un enseignement adapté aux 
conditions actuelles de la science et du monde. 


! On croit rêver ! Actuellement, en, France, si vous désirez "voir " des mathématiques à la TV aux 600 chaines, il faut se lever tôt ( vers 5 
h) sur la chaîne Arte !! 
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4.4. Le pour et le contre 


L'enseignement de la géométrie est chargé de 
traditions. Jadis, qui disait mathématicien, disait 
géomètre; et la section de mathématiques à l'Aca- 
démie des Sciences est encore dite de géométrie. 
Considérée comme la partie la plus noble, la plus riche 
des mathématiques, la coutume en a fait le chapitre 
le plus important de l’enseignement élémentaire et 
aussi celui où le poids des habitudes se fait le plus 
lourdement sentir. De là à ce que la géométrie consti- 
tue un obstacle à la modernisation de notre ensei- 
gnement, il n’y avait pas loin et c'est ce qui s’est 
produit souvent, au nom d'un respect plus verbal 
que réel de l’œuvre immortelle d’Euclide. 


Cela explique, par réaction, la fameuse invective 
du Professeur Jean DIEUDONNE, lors d’un colloque 
réuni en 1959; « À bas Euclide! ». Parce que l’expres- 
sion était vigoureuse, on n'a retenu que l'invective 
et l’on n’a pas lu l’exposé du Professeur Dieudonné 
en faveur d’un enseignement rénové de la géométrie. 
Parce que la coutume est de ne voir en Euclide qu'un 
géomètre (au mépris de son œuvre en arithmétique) 
on a dit : les partisans de la modernisation de l’ensei- 
gnement veulent « tuer » la géométrie ou en tout 
cas la supprimer de l’enseignement élémentaire. 
Devant une menace aussi extrême on comprend que 
des bons esprits ayant goûté aux joies de la belle 
géométrie aient eu parfois des réactions passionnées. 
Mais élever ainsi le ton du débat ne contribue pas 
nécessairement à le rendre clair. Essayons donc 
d'analyser plus calmement le pour et le contre. 


La géométrie classique (donc euclidienne) est une 
benne description de l’espace dans lequel nous vivons, 
celui qui est utilisé dans la plus grande partie de la 
physique élémentaire et de la mécanique. La culture 
d'un individu serait bien incomplète s’il ignorait 
tout de cette structure. || est vrai, par contre, que 
la physique et la mécanique nous ont contraints à 
considérer d’autres espaces et que les sciences humaines 
dans leur développement actuel font grande consom- 
mation de structures assez différentes de celie de 
notre « bon » espace euclidien. Mais comment aborder 
toutes ces géométries sans apprendre d’abord Îles 
propriétés de la plus familière, celle des jeux enfantins? 


Un autre argument en faveur de cet enseignement 
est la grande richesse des structures diverses conte- 
nues dans la grande structure générale de l’espace 
euclidien. Tout le monde sait quelle mine de pro- 
blèmes variés constitue la géométrie élémentaire. ll 
n’est pas étonnant que la pédagogie ait exploité ce 
filon et l’on se demande parfois comment il est pos- 
sible de reprendre encore des questions maintes fois 
résolues, de poser des problèmes usés par des géné- 
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rations de bacheliers; il faut se méfier ici de la routine, 
bravement soutenue d’ailleurs par l'ignorance. D'un 
autre côté, cette richesse de la géométrie n’est pas 
sans inconvénient : dans la foule des « beaux » théo- 
rèmes, comment sélectionner ceux qui sont vraiment 
à retenir? Il y a des théorèmes-pièces de musée qui 
honorent le talent de ceux qui les ont découverts 
mais qui encombreraient bien inutilement l'esprit de 
nos élèves : des petites merveilles d’horlogerie comme 
le théorème de Feuerbach sont à conserver sous 
globe mais ne doivent plus encombrer les manuels. 
H faut donc choisir et par conséquent disposer de 
critères. Si la géométrie est une forêt, il faut y ouvrir 
des perspectives qui permettent à l'amateur de 
goûter ses bosquets, ses futaies, ses taillis… | 

N'oublions pas enfin que la géométrie a dorné 
son langage à toute la mathématique. Et ce n’est pas 
seulement un effet de la tradition ou de l’histoire. 
Remplacer l'expression « règle de trois» par « homo- 
thétie » est un changement de vocabulaire" significa- 
tif qui profite à la pédagogie. 

I! ne sera donc pas question ici de supprimer l’ensei- 
gnement de la géométrie mais d'y mettre de l’ordre. 
Et justement parce que c’est un enseignement chargé 
de traditions y porter fermement la hache de l’éla- 
gueur : il y a des branches mortes, il y a des branches 
parasites qui freinent la montée de la sève nouvelle. 
Depuis Ronsard, tout bûücheron est considéré par de 
bons esprits comme un massacreur; vision simpliste; 
il y a des bûcherons qui exploitent les forêts pour y 
faire prospérer les plus beaux arbres et les jeunes 
pousses. 


REMARQUE 1. 

e Ce texte montre combien la polémique fut vive et passionnée entre les novateurs et les 
tenants d'une géométrie élémentaire euclidienne. Il n'est pas facile d'envoyer aux 
oubliettes un enseignement aussi ancré dans la tradition. Mon ambition ici n'est pas de 
porter un jugement de valeur sur les propos tenus dans cet extrait, même plutôt de 
décrire des faits et des écrits. Pour l'équipe des Chantier Mathématiques "la géométrie 
élémentaire traditionnelle ” doit disparaître des programmes au Lycée. Elle doit être 
remplacée par une géométrie selon un mode d'exposition formaliste et gouvernée par 
les structures, comme dans toutes les autres disciplines mathématiques. 

e Pour les acteurs de ce projet, dans les premières années de collège, la géométrie, 
d'abord faite de simples découvertes considérées comme évidentes et sans besoin de 
justification, s'enrichirait progressivement de petits "îlots déductifs", selon les termes 
employés par le professeur G. Choquet. L'axiomatique d'Euclide serait écartée ; en 
effet pour le "mathématicien moderne" elle est "disqualifiée" par des axiomes sous- 
entendus et implicites sur les propriétés topologiques. Aïnsi, pour les tenants de cette 
thèse, les procédés de superposition des triangles par le mouvement (les cas d’égalités 
des triangles par exemple) ne peuvent plus passer au XX° siècle pour des 
démonstrations. 

e Pour l'enseignement de la géométrie au Lycée pendant "la seconde phase" (de 16 à 19 
ans'), en 1965 le choix d'une axiomatique n'est pas encore réglé, un vrai débat 
s'instaure parmi les novateurs. Si le projet est d'étudier "les mathématiques qui se font" 


! Ii fut question, un moment, de porter la fin de la scolarité pour le bac à 19 ans, comme l’abitur en Allemagne. Projet vite abandonné pour 
des raisons certainement financières et un immobilisme dans les structures scolaires et surtout du baccalauréat, traditionnel en France. 
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en opposition à celles "déjà faites”, il n'est pas possible d'ignorer, cent ans après, le 
programme d'Erlangen de F. Klein. Celui-ci définit la géométrie par deux éléments 
essentiels : l'espace E dont les éléments sont appelés points, et un groupe G, sous- 
groupe du groupe des transformations (ou permutations) de E. Il n'y a donc pas une 
géométrie mais des géométries ou comme disait le professeur Bouligand, des 
"domaines de causalité" correspondant à chaque sous-groupe de transformations lui- 
même correspondant à des propriétés invariantes. Le texte des "Chantiers 
Mathématiques" cité ici se termine en proposant, dans cet ordre d'idée, la distinction 
entre la géométrie affine et la géométrie métrique. Il est intéressant d'en donner la 
conclusion : 

Document 1bis :Les chantiers mathématiques, Chap 4 " Les difficultés de la géométrie " 


4.6. En guise de conclusion 


Tout ce qui précède est beaucoup trop panoramique. 
Il ne faut y voir strictement qu’une entrée en matière. 
L'étude qui va maintenant être entreprise des espaces 
vectoriels nous donnera des moyens de reprendre, 
jusqu’au détail, la présentation de la géométrie (car 
c'est dans le détail que les difficultés doivent être 
surmontées). On s’apercevra alors que, loin d'éli- 
miner la géométrie, la mathématique vivante d’aujour- 
d’hui la met à sa place parmi les divers domaines de son 
activité, sachant utiliser ses ressources pour explorer 
de nouveaux domaines, sachant profiter de telles 
découvertes pour enrichir encore cette bonne vieille 
géométrie toujours jeune à qui nous devons tant. 


REMARQUE Ibis 
Finalement, les tenants de ce projet, ayant posé la nécessité du choix d'une axiomatique pour 
les nouveaux programmes de géométrie, s'en remettent, pour une clarification des idées, à un 
exposé initial des espaces vectoriels. Le lecteur peut en déduire que l'algèbre linéaire va 
jouer un rôle important dans cette affaire. A la fin du texte ci-dessus, retenons le changement 
subtil de ton pour "cette bonne vieille géométrie toujours jeune à qui nous devons tant.". Le 
combat est engagé. 
$2 Le cœur du débat : la géométrie affine et l'algèbre linéaire. 
A l'époque, répétons le, ce projet de faire de la géométrie un simple chapitre d’algèbre 
linéaire rencontre une opposition réelle. J’ai montré au Chapitre II de ce travail que 
l'excellent manuel de géométrie pour la M.E. de J. Commeau (Collection Cagnac et 
Thiberge 1963) essaie de démontrer qu'une géométrie rigoureuse basée sur la méthode 
euclidienne et le rôle dominant des figures est possible au Lycée. 
Notons que certains enseignants de l’Université sont aussi septiques, ainsi Daniel Lehmann, 
professeur à l'université de Lille, prévoit dans le bulletin n° 256 de L'A.P.M.E.P que ces 
choix formels et structurels en géométrie sont voués à l'échec. 
La problématique que pose un enseignement axiomatique "moderne"de la géométrie peut 
encore s'éclairer en rappelant brièvement deux situations ayant effectivement été exploitées 
dans les années qui précèdent la réforme. 

$ 2-1 Voici un des rares exemples de développement axiomatique 
de la géométrie au Lycée fondée sur un ensemble de points E donné initialement. Dans la 
collection "L'enseignement de la mathématique" chez Dunod, pour la Terminale C et T, 
Alfred Doneddu, à l'époque professeur de Mathématiques supérieures au Lycée Lavoisier à 
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Paris publie un ouvrage de géométrie en terminale. C'est un document tout à fait exceptionnel 
pour le sujet qui nous occupe ici. L'auteur est engagé dans les recherches de nouveaux 
contenus tout comme l'équipe des participants aux ” Chantiers mathématiques". En effet, dès 
1967, alors que le programme de 1962 est encore en vigueur, il propose un enseignement 
axiomatique de la géométrie qui n'est pas celui d'Euclide mais découle directement de la 
synthèse faite dans le programme d'Erlangen. Schématisons sa démarche en essayant de ne 
pas le trahir: voici un extrait du début de ce cours : la géométrie euclidienne sera l'étude de 
l'espace E sur lequel opère un groupe de transformations nommées isométries. 


Document 2 (extrait de ""Géométrie'' par A. Donnedu) 


1,1,2. Définition de la Géométrie. 


En Géométrie, il y a deux éléments essentiels : l’espace E et le groupe 3 des 
transformations. 

19 L'espace E est l’ensemble de base de la théorie : ses éléments sont nom- 
més points. 

Tout point est noté par une minuscule latine : ae E. 

Dans l’espace sont données des figures ou parties de E nommées droites 
et plans. 

Une droite (ou un plan) est notée par une majuscule : droite D, plan P. 


PSE; PZ@; PE. 


2° Le groupe 3 des isométries est un sous-groupe du groupe des transfor- 
mations (ou permutations) de £. On dit que J opère sur E. Ce groupe introduit 
dans l’espace E la notion d'égalité des figures. 

Espace et groupe sont caractérisés par des axiomes que nous donnons 
plus loin. On peut donc donner la définition suivante : 


Définition : La Géométrie euclidienne est l'étude d’un espace ponctuel sur 
lequel opère un groupe de transformations nommées isométries. 


NO 


© 


Fi. 1.1 
Le drapeau est un demi-plan ouvert réuni à 
une demi-droite sur son bord. Le drapoïde 
est un demi-espace réuni a un drapeau sur 
son bord. 


Fic. 1.2 


REMARQUE 2 

A la suite du paragraphe 1,1,2. "définition de la géométrie" les auteurs posent un système de 
10 axiomes, assortis de définitions. Les premiers axiomes qui organisent les relations entre 
points, les droites et les plans sont ceux d'Euclide, dont le fameux "5°postulat " des parallèles. 
L'originalité de cette construction tient en particulier dans l'introduction du "drapeau" (figure 
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1.1 ci dessus) dans le plan et du "drapoïde" (figure 1.2) dans l'espace. L'axiome n°8 précise la 
notion de continuité sur la droite en précisant que toute partie majorée admet un plus petit 
majorant. L'axiome 9 porte sur une propriété des isométries " si f est une isométrie, et si a est 
entre b et c alors f(a) est entre f(b) et f(c)", il permet d'en déduire les images par isométrie des 
droites, demi-droites, drapeau etc. Les déplacements et le sous-groupe T des translations sont 
définis. La relation d'équipollence : "(A,B) =(C,D) & ET, t(A) =B et t(C) = D" 
permet de définir les vecteurs comme classe d'équipollence. L'algèbre linéaire intervient alors 
seulement ; l'ensemble des vecteurs € est mis en bijection avec E et muni de la structure 
d'espace vectoriel sur R en définissant le produit d'un vecteur par un réel. Puis ensuite la 
géométrie affine est définie comme les auteurs le précisent dans l'extrait ci-dessous. 


Document 3. La géométrie affine dans le tome 3 de ‘L'enseignement de la 
mathématique" 


7 


a cet espace ponctuelæ 
est appliqué un groupe de transformations dites transformations affines définies 
à partir de l’une d’elles, Paffinité. L'étude constitue donc une géométrie dite 
géométrie affine. Nous pourrons appauvrir encore cette géométrie en abandon- 
nant la notion de parallélisme et de rapport : nous obtiendrons la géométrie 
projective avec son groupe de transformations où s’introduit le birapport de 
4 points alignés. 

D'autre part un groupe particulier de transformations surgira dans l’étude 
de la géométrie métrique à l’occasion de familles de cercles et d’une transfor- 
mation nommée inversion. C’est la géométrie anallagmatique. 

Ainsi les théorèmes imposés par le programme vont se rencontrer dans une 
exploration ordonnée. 

Chacune de ces géométries peut être exposée dans son autonomie par une 
axiomatique particulière à chacune d’elles, mais nous ne ferons que suggérer 
cette possibilité. Quant aux autres géométries qui ne sont pas incluses dans la 
géométrie euclidienne, nous n’en dirons rien malgré leur immense intérêt en 
mathématique, physique et astronomie modernes depuis le travail des précur- 
seurs (Lobatchewsky, Gauss) () jusqu'aux conceptions de Riemann, Elie 
Cartan, Hermann Weyl et les fondateurs de la Relativité générale (?). 

Ainsi, représentant l’ensemble des propriétés de chaque géométrie, nous 
obtenons, pour celles que nous allons examiner, le schéma suivant 


Géométrie euclideenne 
2 #4 “ 
Geometrie | métrique 
projective 


Géométrie 
anallagmatique 
Géométrie 
affine 
Fic. 5.1. 


REMARQUE 3 

Dans ce texte qui fait le point sur les géométries, il est précisé que la géométrie affine résulte 
de l'abandon comme invariants des distances et de l'orthogonalité ; ce qui donne le groupe 
des transformations affines. Si l'on s'en tient à l'ensemble des propriétés de chaque géométrie 
la figure 5.1 traduit ces appauvrissements, la plus pauvre étant la géométrie projective ec 
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comme seuls invariants l'alignement et le birapport. La géométrie anallagmatique est isolée, 
elle a pour invariants la cocyclicité ou l'alignement et conserve l'angle des courbes ; elle 
conduit à un groupe de transformations qui comprend les inversions, les symétries axiales et 
leurs composées, c'est à dire les homothéties et les similitudes dégénérées ou non. 
En conclusion, si construire l'espace vectoriel à partir d'un espace de points gouverné par un 
système d'axiomes est pédagogiquement justifié, l'entreprise comporte une difficulté de taille 
au lycée : l'axiomatique. II faut éviter aux lycéens un trop grand formalisme comme celui 
que l'on trouve par exemple dans la construction de Hilbert. Finalement, on ne peut évaluer 
l'efficacité de ce point de vue, malgré la pertinence et la solidité de la construction ; aucun 
élément de la méthode de A. Donnedu ne fut retenu dans les nouveaux programmes 
appliqués en 1972 en terminale. 

$2-2 Quelle est l'alternative à la solution ci-dessus ? Depuis la fin 
des années 1950 à l'Université, en MGP!, le cours de géométrie a évolué avec l'enseignement 
des structures et de la théorie des ensembles. L'algèbre linéaire fait l'objet d'un enseignement 
très complet, la géométrie est développée comme un sous chapitre de celle-ci. Très 
succinctement, les espaces vectoriels de dimension finie n sur le corps des réels, par le jeu de 
la dimension, sont tous isomorphes aux espaces vectoriels R°. Un espace vectoriel €, sur R 
étant donné, tout ensemble E, en bijection avec €,, par exemple €; lui-même, dont les 
éléments sont alors appelés "points", peut être considéré par définition comme espace affine 
associé à €... Tout "point" M de E, est donc en correspondance bijective avec un vecteur m 


de €,. Par définition, au couple de points (A,B) on associe b—ä , un vecteur noté par 
—> 
définition AB. Il est aisé de démontrer : 
1) soit un point fixé À de E, et un vecteur donné ü de €,, il existe un point M 


_ 
unique de E, tel que AM =ù 
—> — — 

2) Pour tous points À, BetCde E, ona AB+ BC = AC. 
De ce point de vue, R° peut être considéré comme un espace affine dont la direction est 
l'espace vectoriel R°. Si l'on définit les éléments de la géométrie élémentaire (points, droites 
et plans par exemples) en terme d'espaces vectoriels on peut montrer aisément que les notions 
de géométriques usuelles se "généralisent" au cas d'espaces " à n dimensions”. 
Dans ces conditions, la géométrie de l'espace R° ne repose plus sur un système d'axiomes 
compliqué, sa validité ne dépend plus que de la non-contradiction de la théorie des nombres 
réels et des axiomes d'espace vectoriel. 
Rappelons que les étudiants des années 55-60, dont je fus, qui suivent ce cours ont un vécu 
suffisamment riches en géométrie des figures, acquis au collège et au lycée, pour que cette 
formalisation soit justifiée et prenne du sens. A la fin du cours, la géométrie élémentaire est 
reprise et enrichie, les nouveaux outils le permettent aisément. 


$2-3 Entre 1960 et 70, les mathématiciens engagés dans la 
problématique du choix d'une axiomatique au Collège et au Lycée ne sont pas unanimes ; s'ils 
sont d'accord pour le rôle primordial dévolu à l'algèbre linéaire, ils diffèrent sur la méthode. 
Pour simplifier, il y a d'une part ceux qui préconisent le choix d'une axiomatique qui définit 
d'abord l'ensemble des points et un système d'axiomes, comme dans la méthode de A. 
Donnedu, et ensuite intervient seulement l'algèbre linéaire qui permet de définir le groupe 
affine et les isométries. D'autre part il y a le point de vue de Dieudonné qui dans son ouvrage 
"Alcèbre linéaire et géométrie élémentaire" donne sa préférence à la voie royale pour la 


1 : 4 : LE : 4 : : 4 : 
Certificat de Mathématiques générales et Physique nécessaire pour commencer une licence de Mathématiques. 
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géométrie : s'appuyer sur le socle de l'algèbre linéaire avec son axiomatique très simple pour 
construire la géométrie affine et enrichir celle-ci de "façon naturelle” par des considérations 
métriques. Ces deux démarches supposent que le corps des réels soit connu par les élèves 
suffisamment tôt, dès le Collège. 

Le premier point de vue sera appliqué au Collège en suivant les idées de G. Choquet : 

ainsi la droite affine est un ensemble de point E muni d'une famille de bijections de E sur E 
telles que si f et g sont deux bijections, il existe deux réels a et b tels que 
VMEE g(M) = af (M) +b. 

Citons, dans le même ordre d'idée, l'excellent ouvrage du Belge Papy qui développe un point 
de vue analogue pour des élèves de 13 et 14 ans. La méthode qui comporte de nombreux 
axiomes, mais tirés de l'observation des figures, est accompagné d'une construction originale 
des réels comme développements illimités en base deux. 

Le second point de vue, celui de J. Dieudonné, sera appliqué au Lycée où la notion d'espace 
vectoriel sera étudiée dès la classe de seconde. Les espaces affines sont ensuite définis en 
première et terminale selon la méthode décrite ci-dessus au b). Le programme de géométrie 
adopté comme le souhaitait J. Dieudonné, place les espaces vectoriels sur le corps des réels et 
leurs morphismes en classe de seconde et de première au Lycée. La définition d'un espace 
affine associé à un espace vectoriel sur R est purement formelle comme celle donnée ci- 
dessus à l'université ( $2. 2). Les transformations affines sont définies par leur application 
linéaire associée et un couple de points homologues, elles conservent les propriétés dites 
“affines" comme le barycentre. Les espaces euclidiens sont des espaces affines munis d'un 


= 
produit scalaire euclidien et donc d'une distance euclidienne définie par d(A,B) = V(AB)’. 
L'étude des isométries vectorielles précède les isométries ponctuelles qui sont définies 
comme des applications affines conservant la distance. Cette démarche illustre 
l'application au Lycée d'une géométrie des invariants en référence au programme d'Erlangen. 
Les compléments de géométrie plane traitent de façon théorique du difficile problème des 
angles. Nous en constaterons la complexité. 
Les similitudes sont une application intéressante des nombres complexes. Le peu qui subsiste 
du cours sur les coniques est surtout traité de façon analytique, avec seulement une 
interprétation synthétique en termes de foyer et directrice associée. 
$3 Commentaires officiels du programme de Géométrie. 
La coupure avec les programmes précédents est telle que pour la première fois dans 
l’histoire, les concepteurs ajoutent aux textes officiels des commentaires détaillés, notamment 
en géométrie. L'importance du choix qui a été fait ( Algèbre linéaire- géométrie affine et 
euclidienne) m'incite a donner ici quelques exemples de ces commentaires ; en effet ces 
changements ont marqués toute la suite du siècle et l’avenir de l’enseignement de la 
géométrie. 
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Document 3. Eléments des commentaires officiels en géométrie 


VL — ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE AFFINÉ ET EUCLIDIENNE 


Dans ce titre VI, les énoncés de certaines définitions ou de certaines propriétés pourront avalr une forme 


générale; mais les exemples ec les applications respectéront les conditions « n & 1 » et « corps de base À » 
imposées par le programme. | 


Sont hors programme les matrices dant l’une des dimensions est supérieure ou égale -| 
à trois, ainsi que les déterminants d’ordre égal où supérieur à trois. 


$ 1. Géométrie vectorielle, . ï 


. Le 
Saient E un espace vectoriel, F,.et E, deux de ses soûs-espaces vectoriels; les vecteurs Z 
En + = op 
ZeX+Y Xe, Ver, 


forment un sous-espace vectoriel E' de E. SiE,nE, — {0}, E, et E, sont dits deux sous-espaces vectoriels : 
supplémentaires dans E', E* est dit comme directe de F,et E.. | : 
La définition d'une application linéaire f d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F, déjà donnée :: 
en Seconde, sera reprise ec enrichle d'exemples; Fest un homomorphisme de FE dans F, on montrera que 
le noyau de f est un sous-èspace vectoriel de E et que l’image de E est un sous-espace vectariel de F; on 
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érifiera, pour n & 3, que la somme des dimensions du noyau de f'et.de l'image f(E) est égale à n, dimension 
de E. ‘ 


: Parmi les applications linéaires de E dans E, on s'attachera aux automorphismes de E, applications tinéaires 
bijectives de E sur lui-même, c'est-à-dire dont le noyau se réduit à {0}; lis forment un groupe, dit groupe 


linéaire de FE; Les homothéties vectorlelles en forment un sous-groupe commutatif et toute homothétie 
vectorielle commute avec toute application linéaire de E dans E. 


:: Pour préparer Le VI 4£, il sera intéressant d'étudier dès maintenant les automorphismes involutifs 


ea 
- d'un espace vectoriel E, Si $ est l’un d'eux dont on suppose l'existence et si à tout vecteur X de E on associe 
les deux vecteurs, 


lôré, 
)=Ÿ: 7, X=T:7. 


ten résulte que E est la somme directe de deux espaces vectoriels supplémentaires E' et E“, composés : 
*..— pour E", des vecteurs invarlants par s, : 
:: — pour E”, des vecteurs changés par s en leurs opposés. 


Inversement, saient E' et E” deux sous-espaces vectoriels supplémentalres de E, dont les vecteurs sont 
notés. Ÿ pour E’ et: À pour E*. L'application f qui, à tout vecteur R=TiRZ de E associe le 
vecteur FX) =Ÿ 7%, est un automorphisme involutif de E laissant Invariants les vecceurs Ÿ de E’ et 
transformant les vecteurs Z de E* en leurs opposés. 


… Dans lé cas où n = 3, on trouve alnsi quatre types d’automoerphismes involutifs : 
El 

0) Ê°=E, E° — {0}, s est l'identité; 

. b} Eest un plan vectoriel, E* est une draite vectorielle non incluse dans le plan; 

:- 6) E' est une droite vectorielle, E" est un plan vectoriel n'incluant pas la droite; 

: Æ 
.: 4) "= {OL E"=E, s est l'homothétie vectorielle de rapport — 1; les autémorphismes involutifs des 
‘types b, €, d peuvent être appelés symétries vectorielles. 


Toute l'étude précédente peut être illustrée par des figures (cf. commentaire de Première C, introduction 
‘à la géométrie}. 


8 1. Géométrie affine, 


. Un rappel de Première concernera : 
2 la définition d'un espace affine; 

-— la définition d'uné variété affine (dans l'espace de dimension 3 il en existé cinq types, espace, entier, 
plan, droïte, point, ensemble vide), la définition de sa direction et celle de la dimension: 


. — l'intersection de deux variétés affines, qui est une variété affine, 
— l'étude du paraliélisme. 


‘ Un repère cartésien est constitué par un point (origine) et une base de l'espace vectoriel associé: un 
‘père affine est un ensemble ordonné : 


“— dans le plan, de trols points non allgnés, 
:— dans l'espace, de quatre points non coplanalres. 


L'étude du barycentre conduira à la détermination d'une varlété de l'éspace affine de dimension trois 


comme ensemble des barycentres des points d'un repère affine attaché à la variété lorsqu'on les affecte 
de coefficients convenables. “ 


: Mais est hors du programme fa technique des coordonnées barycentriques. 
“8 3, Applications affines, 


= Par définition, Ë étant un espace affine et E l'espace vectoriel associé, f est'une application affine de Ë 
dans 6 s'il existe un point M, de Ë tel que, pour tout point M de & l'application F de E dans E définie par 
© MOM) = F(M)Gf(M) soit une application linéaire: on a alors 
ne VA@E, VBeë,  F(AB) = F(AJ(É); 
F est appelée l'application linéaire associée À f. 


:. .Uné application affine f est déterminée par l'applicacion linéaire associée F et par le couple formé d’un 
point particulier et de son image. 


." On mettra en évidence la propriété du barycentre; si M est barycentre de A, B, C, ... affectés des coeffi- 


REMARQUE. II est clair que plus que des commentaires, il s’agit à la fois d’éléments de 
formation des maîtres et du fil directeur d’un véritable cours qui ne laisse guère d’initiative à 
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l’enseignant. 

II Espaces affines et applications affines 

L'objectif étant de ménager à l'élève une transition avec son vécu géométrique au collège, les 
extraits de ce chapitre recherchent un difficile équilibre entre l'aspect formel du cours et la 
représentation des espaces vectoriels et des variétés affines par des figures. . Ces extraits 
proviennent du tome 3 de géométrie dans la "collection Durrande''publié en 1975 dont les 
auteurs sont trois anciens de l'E.N.S.E.T : A.Thuizat, G.Girault et E.Aspeele. 


$1 Espaces affines : Document 4 ‘” collection Durrande" 
A l'entrée en Terminale l'élève connaît les espaces vectoriels sur R de dimension n finie (n = 
1, 2 ou 3), les sous espaces vectoriels également ainsi que la décomposition en somme directe. 


De même les morphismes d'espaces vectoriels, les notions de noyau et d'image sont connus. 


Fic. 33.9 Fic. 33.10 
En terminale la décomposition d'un espace vectoriel en somme directe de deux sous espaces 
permet la définition des automorphismes involutifs ou symétries vectorielles d'un espace 
vectoriel ; les figures 33.9 et 33.10 ci-dessus illustrent dans €; la symétrie vectorielle par 


rapport à un plan vectoriel puis par rapport à une droite vectorielle. C'est à partir de ces 


connaissances que peuvent être définis les espaces affines. 
a) Définition d’une variété affine | 
Dans un espace affine, E, associé à un espace vectoriel, 6, on nomme 
variété affine passant par 4 et de direction 6’, sous-espace de 6, l’ensemble des 
—> 
points M de E, tels que AM est élément de &’. 


On note (4, &') cette variété affine de E. 
(4,8) =|M, MeE, AMe®'|. 
Définition : La dimension de la variété affine (4, 6”) est la dimension 


du sous-espace vectoriel 6’, direction de cette variété. 


b) Variétés affines de E, ou E;, 


— Variétés affines de dimension O : Elles sont associées au sous-espace 


(5 de 6, ou &,. Or AM = 0 est équivalent à M — À. De telles variétés 
comportent un seul point. 


— Variétés affines de dimension 1 : Elles sont associées aux droites 
vectorielles de 6, ou 63. Une droite vectorielle D est l’ensemble des vecteurs 


(à ÿ), pour V non nul et À réel. 

La droite affine D, passant par À et de direction D, est l’ensemble 
des points M tels que AM = àV. Le vecteur Ÿ se nomme vecteur directeur 
de la droite D, notée (4, D) ou (4, V) ou (AM). 

Si À  B, la droite (4, 4) est la même que la droite (8, Ab). Donc : 

Par deux points distincts de E, ou E; passe une droite, unique. 
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1° Droite affine 


Dans E, espace affine réel de dimension un, deux, ou trois, soit D 
la droite affine définie par les points 4 et B, distincts. 


— Relativement au repère (4, AB }, la droite D est l’ensemble des 
points M tels que : 
AM = m AB, m ER. 
L'application de IR vers D, définie par m + M, est une bijection. 
— Traduisons cette définition en adoptant M pour origine : 
_MA = m(MB-— MA). 
: — —> _ 
Soit : (— m) MA + mMB = 0. 
Tout point M de D est donc le barycentre des points À et B, affectés 


respectivement des coefficients x = 1 — m et 6 — m, dont la somme est 1. 


Réciproquement, à tout couple de réels, («, B}), tel que «x +8 —1, 
correspond le point M de D, barycentre de (4, x) et (B, B). 


Il existe donc une bijection de l’ensemble des couples de réels (1 — m, m) 
sur l’ensemble des points de D. 


Le couple de points distincts (4, B) se nomme repère affine de la droite 
affine (4B). 


Le couple unique de réels («, B) tel que x + 8 — 1 et tel que M soit 
le barycentre du système {(4, x), (B, B)} se nomme couple normé de 
coordonnées barycentriques de A1, relativement au repère affine (4, B). 


2° Plan affine 


Dans E, espace affine réel de dimension deux ou trois, soit P le plan 
affine défini par les points 4, B, C, non alignés. 


Ds Ne 


— Relativement au repère (4, AB, À } le plan P est l’ensemble 
des points M tels que : 
AM = x AB + y AC, (x, ER. 
L'application de IR? vers P, définie par (x, y) + M, est une bijection. 
_— Traduisons cette définition en adoptant M pour origine 
MA = x (MB — MÀ) + y (MC — MA). 
—> — — 
Soit : {—x— y) MA + x MB + y MC = 0. 


Tout point M de P est donc le barycentre des points 4, B, €, affectés 
respectivement des coefficients x = 1—x—7, B=x, y—=}y, dont la 
somme est Î. 

Réciproquement, à tout triplet de réels (x, B, y), tel que x + B+y= 1, 
correspond le point M de P, barycentre de (4, a), (B, B), (C, y). 

Il existe donc une bijection de l’ensemble des triplets de réels tels que 
(1 — x — y, x, y) sur l’ensemble des points de P. 

Le triplet (4, B, C), où À, B, C, ne sont pas alignés, est un repère 
affine du plan affine (ABC). 

Le triplet unique de réels (æ, B, y) tel que « + B + y = 1 et tel que 
M soit le barycentre du système { (4, «), (B, B), (C, y) } est le triplet normé 
de coordonnées barycentriques de M, relativement au repère affine (4, B, C). 
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REMARQUE 4 

Cet extrait témoigne du caractère radical de la rupture avec la géométrie euclidienne des 
figures. Dans le texte complet, les auteurs précisent, lors de la définition d'un espace affine, 
que les points peuvent être des objets de natures différentes comme un polynôme ou une 
fonction par exemple. Ces points n'idéalisent plus les points physiques tracés avec le crayon, 
mais comme dans la géométrie axiomatique de Hilbert ce sont des mots, non liés à la 
représentation d'objets réels, qui trouvent leur sens dans les axiomes et définitions posées. La 
condition (1) du paragraphe $2-2, (Structure d'espace affine) peut-être énoncé comme ceci : 


— 
"Etant donné un point O de E et un vecteur V de €, il existe un point M de E et un seul tel 
—> —= 
que OM = V ": cette propriété rappelle à l'élève son premier contact avec les vecteurs au 


— — 

Collège en 4°, OM est l'unique "représentant" du vecteur V (classe d'équipollence) ayant 
pour origine ©. La condition (2) est la relation de Chasles. 

Puis le cours définit avec soin la notion de barycentre, en effet celui-ci est un invariant de la 
géométrie affine et son utilité est évidente pour transformer des variétés affines. Rappelons 
les formules classiques : 


jee GA 20. De plus VMEE : SA MA = (S'A)MG. 


i=1 i=1 i=1 


Les variétés affines sont définies comme ensembles de barycentres. Ainsi une droite affine 


(A,AB) du plan ou de l'espace est l'ensemble des points M barycentres de A et B affectés 
des poids & et B tel que a +fB=1. 

De même un plan affine P étant défini par A, B, et C non alignés, le système de vecteurs 
(AB, AC) est un système libre et P est l'ensemble des points M de le l'espace E, barycentres 
du système de points pondérés| (A. @), (B,B), (C,y)| avec a+B+y=l1. 

Si À, B, C et D sont non coplanaires, le système de vecteurs (AB, AC, AD)est libre et 
l'espace E,, est l'ensemble des points M barycentres du système de points pondérés 


[(A,@), (B.B), (C,y), (D,6)] avec a+B+7+8=1. 


$2 Applications affines. Document 5. "” collection Durrande"" 

Depuis le début du siècle, les transformations du plan ou de l'espace jouent un rôle central 
dans le cours de géométrie de la classe de Mathématiques au Lycée. Avant 1972, en 
terminale, la définition des figures égales par superposition s'appuie toujours sur le 
mouvement des objets solides que ces figures représentent. La droite mathématique est une 
idéalisation de la notion empirique de "ligne droite". Jusqu'en 1970, en seconde la géométrie 
est restée une physique de l'espace. A la façon Hilbert à de fin du XIX° siècle, en 1972, en 
terminale € ou T, la notion d'espace affine E associé à un espace vectoriel € sur R va 
permettre de définir les applications de E de façon axiomatique, sans recours à l'intuition, 
tout au moins en apparence. 

Soit une application linéaire @ d'un l'espace vectoriel € sur lui-même, est définie par sa 
matrice ou par des relations vectorielles, pour les homothéties ou les symétries vectorielles. 
On transforme les "points" de la droite, du plan ou de l'espace E en faisant agir @ sur des 
vecteurs de £. Puisque @ comme endomorphisme conserve la structure de l'espace vectoriel 
(£,+..) on peut espérer que f permettra de découvrir aisément des propriétés de l'espace E et 
en démontrer de nouvelles. 
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L'application f, de E vers E, est dite application affine, s’il existe une 
application linéaire @ de & vers 6 (endomorphisme de &), telle que, quels que 
soient les points À et B de E, d’images respectives f (4) — 4” et f(B) — B', 
l’image par @ du vecteur 42 est le vecteur 4'B'. 

V(4,8), (4 B)CE®, f(4)= 4, f(B)=8, (48) = A8". 


L'application + se nomme application linéaire associée à f (fig. 35.1). 


FiG, 35.1 
# 4 
+ À 7 
| bo à 
= 
Y 
A B B° LA 
Î 
re A > 
à Fo B 
B P g 9 P g 
Fic. 35.2 Fic. 35.3 


— Homothéties ponctuelles du plan affine P (fig. 35.3) : 


Le point O de P et le réel non nul p étant fixés, l’homothétie ponctuelle de 
centre O, de rapport p, notée ho, est définie par : 


> —> 
VM,MEP, ko (M) = M’, OM = pe OM. 
— > — — —> — 
Or: (O0 = pOA et OP -pOB) —> AB = p AB. 


ll existe donc une application linéaire du plan vectoriel, T, associée à 
l’application ko,, de P; c’est l’homothétie vectorielle de rapport p. Par suite, ko,s 
est une application affine de P. 


b) Détermination d’une application affine d’un espace affine 


Toute application affine est déterminée par l’application linéaire associée 
et par un couple ayant pour éléments un point fixé et son image. 
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Théorème 


Par toute application affine d’un espace affine, l'image du barycentre 
d’un système de points est le barycentre du système constitué par les images 
de ces points, affectées respectivement des mêmes coefficients. 


Remarques 

— Le système de points { (41, A), (42, As), ..., (An, }n) } étant fixé, l'égalité 
La n nn = ne 
D (16/4) — ô n'implique l'égalité . (x GA) — 0 que si l’image réciproque 
= i-1 ee : PS 
Bai æ du vecteur nul de & est le vecteur nul: c’est-à-dire si le noyau de l’application @ 
est réduit à {0}. Dans ce cas, ® est un automorphisme de &, ét l'application f est 
une bijection ponctuelle. 

— Par contre, si, par une application f de E, l’image du barycentre de fout 


système de points est le barycentre du système constitué par les images de ces points, 
affectées respectivement des mêmes coefficients, ilen résulte que f est une application 


affine. 


REMARQUE 5. 

À mon point de vue, la définition ci-dessus d'une application affine, commune à tous les 
manuels, illustre la difficulté d'un langage formalisé et la perte du sens pour l'élève. 
Comment agit une telle application ? Ce n'est pas le diagramme de Venn (figure 35.1) 
assurant la généralité de la définition quelle que soit la dimension de E qui le montrera. Les 
auteurs désireux de donner au plus vite un exemple démontrent que la translation, déjà connue 
des élèves, est une application affine du plan dont l'endomorphisme associé est l'application 
identique de £,. De même ils démontrent que l'homothétie ho pest aussi une application 


affine dont l'endomorphisme associé est une homothétie vectorielle de rapport p. C'est donc 
par un retour à quelques figures signifiantes (cf fig 35.2, 35.3 dans le document 5 ci-dessus) 
restées dans sa mémoire que l'élève va peut-être donner du sens à ces définitions. Je pense que 
ces figures élémentaires ne seront pas suffisantes pour cela. 

Ainsi, il apparaît que les enseignants de 1972 ne trouveront "la faisabilité" de ce programme 
au lycée qu'en utilisant épisodiquement, lors des définitions, quelques figures, si simples 
soient-elles, de la bonne vieille géométrie euclidienne. D'une part, ceci corrobore mon point 
de vue : il n'y a pas de géométrie possible au Lycée sans l'apprentissage et l'utilisation des 
figures. D'autre part, on peut légitiment s'interroger sur la faisabilité dès le Lycée d'un cours 
de géométrie comme un simple chapitre de l'algèbre linéaire. Plus en amont, était-il nécessaire 
d'abandonner en 4° et 3° le système de principes ou axiomes simples qui permettaient la 
construction de la géométrie euclidienne ? La remplacer par une construction 
axiomatiquement plus lourde, nécessitant la définition des réels dès le collège réduisait le 
temps de travail des élèves sur les figures du plan ou de l'espace. 

Dans document 5 ci-dessus, à la définition initiale, très abstraite, est substituée un énoncé 
plus facile d'utilisation : ” f affine est déterminée de façon unique par un couple de points 
homologues (A,A') et une application linéaire @". L'action de f sur un point M est alors 


— — 
donnée par : f(M)=M'e E(AM)=A'M'. Enfin vient le théorème fondamental des 
applications affines qui les caractérisent par la conservation du barycentre. Le théorème direct 
est simple, il repose sur la linéarité de  : 


DA GA)— DA G'A' 
et si le premier vecteur est nul, son image par @ également, donc si G est barycentre de 


(A.,À.) alors G' est barycentre de (A'.,À.). 
La réciproque, hors programme, est donnée sous la rubrique "remarque" du manuel. 
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Ce théorème trouve une application immédiate dans la détermination de l'image par une 
application affine f d'une variété affine ou d' "ensemble de barycentres", selon que f soit 
bijective ou non. Ainsi, l'image d'un segment de droite, d'une demi-droite, par f affine et 
bijective est respectivement un segment, une demi-droite. 

L'algèbre des applications affines : composée, réciproque, produit par un réel est une 
conséquence de la structure des endomorphismes associés. Aïnsi la structure du groupe affine 
de E dérive du groupe des applications linéaires bijectives de €. La géométrie analytique est 
partout présente dans le cours, elle utilise systématiquement le calcul matriciel connu des 
élèves depuis la classe de 1°. L’espace E, étant rapporté à un repère affine (O,i,j,k), f affine 
définie par O'= f(O) et son application linéaire associée @, sa matrice est donnée dans la base 
(1, J,k). Voici un extrait de la collection Durrande (page 102 du manuel). Une telle traduction 


ramène certains problèmes comme la recherche des points invariants à la résolution de 
systèmes linéaires. On se limite en terminale à la dimension 3. 


Soient M (x, y, z) un point quelconque de E,, et M” (x, y’, 2”) l'Imag En développant : 


de M par l’application f : 


(OM) = om. 


a + ax - 


+ GoY + Q3z 


b+ bix + b;y + bsz 


ce + 1x 


Co) + CaZ. 


x'— a A) A x 
C a ) = C ba ») + :) 
z'— € C1 C2 Ca z 


Puis sous la rubrique "Exemples d'applications affines", le cours développe le groupe des 
homothéties translations, les projections, les involutions affines (ou symétries obliques). Le 
problème suivant (document 10 ci-dessous) posé au baccalauréat deux ans après le début de 
la réforme est témoin de l'interprétation des nouveaux programmes. 

Finalement l'élève en fin de terminale, à partir de 1972, aura en sa possession les 
applications affines, c'est à dire des outils très puissants qui ont fait l'objet d'une construction 
très rigoureuse. Cependant, comme nous allons le constater toute la suite du chapitre, ül 
n'aura pas ou peu rencontré de situations où s'expriment la puissance et la pertinence de la 
méthode des transformations dans la découverte des propriétés des figures telles qu'elles 
étaient traitées depuis le début du siècle en terminale au Lycée. 

Par voie de conséquence le développement très rigoureux dans le document 5 ci-dessus est- 
il rentable dans les problèmes ? La question est posée : où l'élève de TC ou TE trouve-t-il de 
la cohérence et du sens dans ces très longs développements théoriques qui obligent le maître 
à occuper une part importante du temps en classe ? 
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$3. Problème de baccalauréat Document 6. (Collection Durrande) 


Soient & un espace vectoriel réel de dimension 2, rapporté à une base (5, ji) et 

E un espace affine sur & rapporté à un repère cartésien (o, i, j ). 

À) Soit # l’ensemble des matrices ? X 2 telles que AE #4 <=> A? — 0. 

1° Montrer que toute matrice À de Æ est non-inversible. 
a 
b 

3° Soit fŸ un endomorphisme non nul de 8, dont la matrice À relative à (5, ji) est 
élément de 4. 


2° Montrer que # est l’ensemble des matrices À = #} avec dét À = 0. 


a) Montrer que le noyau N° et l’image J de f sont des droites vectorielles de &. 
b) Montrer que J © N. En déduire J = N°. 


4 Soient w un vecteur non nul de NW, et Y'un vecteur tel que (a, ») soit une base de 6. 
On pose f() = À\u + uv, avec À et L réels. 

a) Montrer que uw est une constante. Déterminer 1. 

b) Écrire la matrice, 4’, de f, relative à la base (uv). 


B) Soit maintenant g un endomorphisme de &, du type g = j + 1,, où 1, désigne 
l’application identique dans 6, et où f est un endomorphisme de 6, tel que f (i) = Ô 


+ 


et f(i) — x à, avec À réel. 
19 a) Déterminer f? — fof. 
b) Calculer g o (1; — f}), composée de g et de 1, —-f. 


c) Montrer que g est un automorphisme de & et déterminer g1, automorphisme 
réciproque de g. 


25 On désigne à présent par f, l’endomorphisme de & défini au début du paragraphe B, 
et par gà l’endomorphisme f, + 1,. On appelle G l’ensemble des endomorphismes g; 
lorsque À décrit R. 


a) Déterminer la matrice M, de a, relative à la base (à, ji}. 

b) Déterminer l’endomorphisme g; o 4. En déduire la stabilité de G pour la loi o. 
c) Prouver que l’application à +=——% g est un isomorphisme de (R, +) sur (G, eo). 
d) Montrer que (G, ©) est un groupe commutatif. 


C) Soit h,, l'application affine de 4 vers 4 qui, au point M de coordonnées (x, y) 
dans le repère (o, Î, ) fait correspondre M’ de coordonnées (x” ,7°}, telles que : 
x'=x+y+a, y = y, À et a réels. 


1° Montrer que h, , est une bijection. 


29 Déterminer, suivant les valeurs de À et a, l’ensemble des points de # invariants 
par ho. 

3° Écrire h, , comme composé, fou, d’une application affine, #, ayant O comme 
point double, et d’une transiation, f, de direction i. Ce produit est-il commutable? 


4° a) Déterminer la composée k, ,° 4h, des applications À, ç et 4, 5. 
En déduire : koh = Minas 


b) Montrer que l’ensemble des applications affines 4, muni de la loi o, est un 
groupe commutatif isomorphe à (IR2?, +). 


(Bac. Cet E - Dahomey 1974) 
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REMARQUE 6 
Dans ce problème, il s'agit de la recherche d'endomorphismes f nilpotents du plan vectoriel, 
puis la démonstration d'une structure de groupe pour les automorphismes g =f +1I,.. La 


partie affine est l'étude d'un groupe isomorphe au groupe additif R°. Sa solution illustre d'une 
part la place prépondérante prise par l'algèbre linéaire dans la problématique au baccalauréat 
et d'autre part l'impérialisme de la méthode analytique. Le calcul matriciel et la résolution des 
systèmes linéaires 2 X2 constituent l'essentiel du savoir pour la résolution du problème, et à 
mon sens, en montre la pauvreté. Pas une figure n'est suggérée ni nécessaire. La rupture est 
bien complète et la question se pose de savoir si "la géométrie" est encore enseignée au 
Lycée. Quelle cohérence pour l'élève ? Il peut se poser la question où plutôt l'enseignant se la 
pose pour lui : pourquoi tant d'efforts de rigueur et de temps passé à suivre des démonstrations 
pour un champ d'utilisation aussi étroit et répétitif. En effet la plupart des élèves ne se posent 
guère la question du sens par un manque légitime de recul. D’ailleurs ils réussissent assez 
bien les types de problèmes proposés. J’ai rencontré 10 ou 15 ans plus tard des anciens élèves 
qui avaient fait de bonnes études parfois brillantes ; ils m’ont souvent précisé que ce cours de 
Terminale avait joué un rôle important dans l’apprentissage du raisonnement hypothético- 
déductif. Donc il faut reconnaître qu’il semble que les meilleurs de cette génération de 1972 
à 1983 n’ont pas été gênés par l’absence du sens en géométrie ; je ne m’en étonne pas, tant est 
grande souvent à cet âge la faculté de formalisation. Mais qu’en est-il de leur faculté à se 
créer des images mentales géométriques pour d’autres domaines des mathématiques ou de 
physique ou tout autre science ? La suite du cours continue par le développement des 
isométries vectorielles, rendu possible par la définition en classe de 1° dans l'espace vectoriel 
€, (n=2 ou 3) d'un produit scalaire euclidien et d'une norme euclidienne par |ül = Vi. En 
est alors un espace vectoriel euclidien sur R. Elles précèdent logiquement les isométries du 
plan et de l'espace. 

III Isométries vectorielles. 

$1 Les isométries vectorielles du plan 

Résumons la démarche suivie : une isométrie vectorielle @ de €, est un endomorphisme qui 
conserve le produit scalaire donc la norme. Les isométries vectorielles sont nécessairement 
biectives et conservent les bases orthonormées. Toute symétrie vectorielle orthogonale est 
une isométrie vectorielle et tout endomorphisme involutif d'un espace vectoriel euclidien est 


nécessairement une symétrie orthogonale. L'ensemble des isométries vectorielles de €, (n=1 
ou 2) noté O(E,) est un groupe appelé "le groupe orthogonal de £," et noté (O(E, ),o) ; 
c'est donc un sous-groupe du groupe linéaire (GI(£,),e). La disjonction entre rotation 


vectorielle et symétrie vectorielle plane est réalisée à partir de leurs matrices de la façon 
suivante : 
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Document 7 Rotations de £, (Collection Durrande) 
|» Matrices orthogonales 2 X 2 


Dans le plan vectoriel euclidien, f, rapporté à la base rangée, 
brthonormée, 8 = (5) tout endomorphisme, /, de TJ est caractérisé 
par sa matrice dans la base PB, notée Aa. 


Soient ri (,) et ÿ () les images respectives de i et j par f; alors : 


d 
4 a € 
8 \b 4 
Pour que f soit une isométrie vectorielle, il faut et suffit que (Fr, Î 
soit une base orthonormée de T : 


fél=s Hfl=r Fe 
fe =] > a+bt = 1. 
F=l +8 =1 

Fÿ =0 > ac+bd=0. 

Déterminons c et d en fonction de a et b : 

+8 = 1, 

ac + bd = 0. 


Puisque Ê n’est pas nul, l’un au moins des réels a, b, n’est pas nul. 


. ; d _. d=k 
Soit, par exemple, a 0. Il existe alors un réel & — " soit d = Ka. 


Alors : ac+tbd=0 = ce = —kb. 
Réciproquement : 
ce = —kb 
| — ac+bd = 0 
d == ka 


Et, si c— —kb et d— ka : 
+= <= k!(a? + b? = 1. 
D'où, compte tenu de la première condition : 4? = 1, donc k = +1, 


En conclusion, suivant que k — +1 ou k — —] 


Pour toute isométrie vectorielle de Ÿ, sa matrice dans une base orthonormée 
est de l’un des types : 


avec a? + b? = 1 


Donc : —l <a < +1 et —] <b< +1. 
De telles matrices sont dites orthogonales. 


> 

Réciproquement, la base orthonormée 8 — (5, j) étant fixée, à toute 
matrice orthogonale correspond une base orthonormée ', donc une 
isométrie vectorielle de T. 


Il s'ensuit que, la base orthonormée étant fixée, il existe une bijection 
de l’ensemble des isométries vectorielles de % sur l’ensemble des matrices 
orthogonales 2 x 2. 


REMARQUE 7. 
Conservant le produit scalaire et la norme, les isométries transforment une base orthonormée 
en une base orthonormée. A partir de là, il est aisé d'en déduire, comme ci-dessus par la 
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résolution d'un système que leurs matrices sont du type (1) ou (2). La disjonction entre celles 
qui ont le déterminant égale à 1 ou -1 crée une partition du groupe orthogonale indépendant 
du choix de la base orthonormée. Les isométries dont le déterminant de la matrice est +1, 
seront appelées les isométries vectorielles positives et les autres négatives. Les premières non 
réduites à l'identité n'ont que le vecteur nul qui soit invariant, elles sont appelées rotations 
vectorielles.. Pour une rotation r, si sa matrice dans une base donnée orthonormée est 


a —b 
M = | alors a et Ib] sont indépendants de la base orthonormée. L'ensemble de rotations 
a 


vectorielles est un sous-groupe de (O(E,),°) noté O*. Il est facile d'établir par le calcul de sa 
matrice qu'un couple de vecteurs non nuls et de même norme (v,v') détermine une rotation 
unique. Rappelons que dans la plupart des manuels, dont celui-ci, ce développement est 
réalisé sans une figure qui pourrait rappeler l'action d'une rotation sur un vecteur ; cette 
volonté d'écarter lors d'un premier contact avec le concept tout recours à l'intuition 
géométrique, démarche imposée par les textes, me paraît personnellement une erreur. Je 
pense que cette "absence" serait justifiée si l'élève avait, dans son cursus, déjà étudié les 
rotations en géométrie euclidienne. Cet excès de formalisme est à retenir pour un futur bilan. 
Document 8 : symétries vectorielles du plan(Collection Durrande) 
2° Étude des isométries vectorielles planes négatives 


a) Toute isométrie vectorielle plane négative est involutive 


; ; : : ner - a b 
Soit f une isométrie vectorielle plane négative, de matrice ( b 5 


dans une base orthonormée du plan vectoriel euclidien (a? + b? = 1). 
La matrice de (fof) est : 


a b ( b\ os ab — ab\ (c 1): 
b ) " \b ni 7 \ab—ab Bb? + m) 7 (0 1 
Donc (fof) est l'identité; f est involutive. 


b) Vecteurs invariants 


> (x nt : Ë mi . 
Pour que le vecteur ( soit invariant par l’isométrie vectorielle 


plane négative f, définie ci-dessus, il faut et suffit que : 


CORRE 


_ by, 
Soit : FU (a? + b5 — 1). 
y = bx — ay. 
(@ — 1)x + by = 0, 
bx —(a+1)y = 0. 
Le déterminant du système est —(a — 1) (a + 1) — b? = 0. 
L'ensemble des solutions est donc l’ensemble des couples (x, y) tels que : 
(a— 1)x + by = 0 ou bx —(a+1)y = 0. 


D'où : (a? + b? = 1). 


; > {x\ . ; 
Par suite, l’ensemble des vecteurs A invariants est l’ensemble 


DS = b >, 1 
des vecteurs linéairement dépendants de PF, ( ie 4) ou 7, Ée } 


non nuls tous deux, et eux-mêmes linéairement dépendants. 


Pour toute isométrie vectorielle plane négative, il existe une droite 
vectorielle unique de vecteurs invariants. 
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Il résulte des paragraphes a et b ci-dessus et de l’étude traitée au 
1° précédent : 

Toute isométrie vectorielle plane négative est une symétrie vectorielle 
orthogonale par rapport à une droite vectorielle. 


On en déduit immédiatement qu'il existe une droite vectorielle unique, 
orthogonale à la précédente, dont chaque vecteur a pour image son opposé. 
Cette droite vectorielle est dite globalement invariante. C’est, avec les notations 


; | te : > fa —1 >, { —b 
ci-dessus, la droite vectorielle de vecteur directeur F, ( b ou (, af 


Nous démontrons au paragraphe suivant que toute symétrie vectorielle plane 
orthogonale, par rapport à une droite vectorielle, est une isométrie vectorielle négative. 
Rappelons que les deux autres transformations orthogonales involutives planes : 
identité et homothétie de rapport (—1) sont des isométries positives. 


Toute rotation vectorielle est Ia composée de deux symétries vectorielles 
orthogonales, dont la première est arbitraire. 

En effet, soit r la rotation vectorielle définie par les vecteurs normés 
— es — —>\ 
V et V”, fixés, tels que F' —r (F). 

Soit s, une symétrie vectorielle orthogonale arbitraire, par laquelle 
— > —_ 
V a pour image V, —#, (F7). 

Il existe alors une symétrie vectorielle orthogonale unique, s:, telle que 
=, A SES ST FR 
V' = 5, (.). D'où 7'=(w0s)(7). 

F = S,0S. 


r MEET À 
Soit (fig. 37.1) i, vecteur normé de D, 
la droite vectorielle D, invariante par s., 


> — 
et soit (& 7) une base orthonormée. 


L. > 
Si le vecteur V a pour coordonnées 
(a, b) dans cette base, la rotation trans- 
_ 


= 
formant à, en W a pour matrice 


a —b ? js 
b ) Par la rotation réciproque, r;, 


de matrice ( de 4 l’image de ps est 


a ” : > 
le vecteur ( e s) c’est-à-dire F,. Donc, 
: Hs ré 
par la rotation r, Vi, et 
> > 


Bt > Fic. 37.1 
De même, en désignant par à, un vecteur normé invariant par s,, il existe une 
x S —> —_ > 
| rotation r, par laquelle Vi à et bte F7, 


REMARQUE 8. 

Dans ce document 8, là également, on remarque combien l'axiomatique choisie permet des 
démonstrations calculatoires, rapides et rigoureuses. La proposition "Les isométries négatives 
sont des involutions de €, donc des symétries" résulte d'un simple produit de matrices. La 
recherche des vecteurs invariants est réalisée par la résolution d'un système linéaire 2 x2. 

Ils constituent une droite vectorielle ; c'est donc une symétrie vectorielle par rapport à une 
droite vectorielle. Un couple de vecteurs normés (V,v') détermine une symétrie vectorielle s 
et une seule telle que s(v) =v'. On constate l'absence de figure depuis le début du 
chapitre37 de l'ouvrage sur les isométries vectorielles, en particulier pour éclairer la 
définition de ces transformations. La démonstration ci-dessus qui décompose toute rotation 
en produit de symétries est d'abord purement calculatoire, une fois le résultat r=s,os, 
acquis, les auteurs donnent enfin une figure, (37.1), et ceci pour la première fois depuis le 
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début du chapitre. La suite du texte joint n'ajoute rien à la démonstration, c'est une 
présentation analytique du résultat déjà obtenu. La figure 37.1 permet-elle à l'élève de 


LU > 


soupçonner que les axes des symétries ont pour vecteur directeur i, = (v+ v')? Pourtant 


Iv+ vi] 
c'était l'occasion de faire le lien avec la bissectrice. Pourquoi cette propriété ne figure -t-elle 
pas dans le texte pour donner un sens à la figure ? À mon humble avis, j'accepte de me 
tromper comme tout être humain, mais l'enseignement des mathématiques en 1972 par ce 
procédé, ne recherche plus à atteindre la notion du sens en terminale au Lycée. 

Document 9: orientation du plan euclidien (Collection Durrande) 


Rappel du cours de Première (chap. 19). 
Rappel du cours de Première (chap. 19). 
Soit (F, V') un couple fixé de vecteurs non nuls du plan vectoriel 
euclidien, Ÿ, et soit (», a) le couple correspondant des vecteurs normés : 


"-m et nr 


> 


Au couple (>. | est associée une rotation vectorielle unique, , telle 


que ” — @(v). 


> > > > _ > 
a = Vv.y, b = w,.7, —D = w3. y. 
Or a et |b| ne dépendent que de la rotation vectorielle, et non du choix 
de la base orthonormée. Donc, dans toute base orthonormée de Ÿ, la matrice 


.. {a —b | a b 
de w est soit (5 2) soit (_$ a) avec a? + b?= 1. 


Dans l’ensemble des bases orthonormées de f, la relation R, définie par : 


| ci La matrice de y a même coefficient b 
RL dans $ et dans $' 


est une relation d’équivalence. 


D'où, si b 0, une partition de l’ensemble des bases orthonormées 
de T en deux classes : l’une est la classe d’équivalence de ., l’autre la 
classe d’équivalence de S.. 


On nomme orientation du plan vectoriel euclidien, T, la partition de 
l’ensemble des bases orthonormées de Ÿ, définie par la relation f. 


Les deux classes d'équivalence sont les deux sens dans le plan vectoriel F. 
On dit que F, muni de la relation R, est orientable. Orienter #, c’est privi- 
légier l’un des deux sens, choisi arbitrairement, et nommé sens positif ou 
sens direct; l’autre est nommé sens négatif ou sens rétrograde. 


Généralement, mais ce n’est pas obligatoire, on adopte comme sens 
direct le sens de la base orthonormée pour laquelle b est positif (base 
dans le cas de la figure 37.2). Une base orthonormée, ,, de T étant fixée, 
arbitrairement choisie de sens direct, toute base orthonormée de sens direct 
de T est l’image de B, par une rotation vectorielle; toute base orthonormée 
de sens rétrograde de Ÿ est l’image de S, par une symétrie vectorielle 
orthogonale (fig. 37.2). 
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REMARQUE 12. 

Comme on peut le constater ci-dessus, dans la logique du programme, l'orientation du plan 
vectoriel, qui permettra la mesure des angles orientés de vecteurs, est réalisée de façon 
purement calculatoire dans le groupe (O; +): la figure 37.2 ne comporte pas le signe courbe 
accompagné du signe + habituel indiquant le sens positif. Est-ce efficace en terminale de 
définir cette relation d'équivalence R sur les bases orthonormées, d'en déduire qu'il n'y a que 
deux classes modulo À, et que privilégier une classe c'est orienter le plan ?. D'un point de 
vue personnel, il me semble erroné d'écarter au Lycée tout "phénomène physique" qui traduit 
l'existence de deux sens de rotations sur un cercle. La théorie développée ici a pour origine 
des considérations empiriques, comme le sens de rotation des aiguilles d'une montre, ou le 
sens de circulation d'une voiture autour d'une place, pourquoi faudrait-il le cacher à l'élève ? 
Le professeur de Physique sera dans l'obligation à cette occasion comme pour la notion de 
vecteur et bien d'autres encore de "fabriquer ses propres mathématiques "; ce sera là aussi une 
raison de l'échec des "mathématiques modernes". Pouvait-on agir autrement dans l'exposé de 
ce Cours ? 

Beaucoup d'enseignants, j'en fus, ont essayé de concilier à l'époque ce formalisme excessif 
avec des considérations empiriques ; mais la tâche était difficile car l'élève ne voyait pas 
toujours la nécessité d'un nouveau point de vue, inutilisable dans la rédaction des problèmes 
d’examen et susceptible d'introduire la confusion dans son esprit. Puisque tout se ramène à 
des calculs en algèbre linéaire, et toujours les mêmes, pourquoi donner un sens dont il n'a 
que faire dans l'immédiat ? Il importe également de préciser que le maître n'avait guère de 
recul pour appliquer un tel bouleversement dans son enseignement ; personne d'ailleurs dans 
un premier temps, y compris les universitaires, les formateurs, les pédagogues de toutes 
sortes, n'avait la clé pour faire un travail efficace avec certitude. 

Revenons au programme. Le plan vectoriel étant orienté, il est alors possible de définir le 
cosinus et le sinus d'une rotation vectorielle : une base orthonormée directe B étant donnée, 


a 
soit u-|? | la matrice de la rotation @® dans la base B ; on pose par définition 


a 
Cosp = a, Sin = b. 

A ce propos, le traitement des angles orientés en classe de 1°C en 1971 est significatif. Soit un 
couple de demi-droites vectorielles (d,d'), il existe une rotation vectorielle et une seule 6 
telle que p(d) = d'. Ceci permet de définir une relation d'équivalence sur les couples de demi- 
droites vectorielles dont l'ensemble quotient est appelé À l'ensemble des angles de €;. 
L'application de O; vers À qui à E associe l'angle(d,d") est une bijection. Une addition est 
définie dans À de façon que cette bijection réalise un isomorphisme du groupe (O5) sur 
(A,+). L'angle d'un couple de vecteurs  (V,V') est l'angle du couple de demi-droites 
vectorielles dont les vecteurs sont respectivement des éléments non nuls. Toujours en classe 
de 1°, on admet qu'il existe un homomorphisme surjectif 8 du groupe (R;,+) sur le groupe 
(A,+) et tel que : O(0) = angle nul, O(x) = angle plat. Les relations 
cosx = Cos8(x) sinx = Sin8(x) définissent les fonctions cosinus et sinus sur R. Enfin on 
démontre que le groupe quotient (R/27Z,+) est isomorphe au groupe (A+). Le schéma 


suivant résume la construction où x, la classe modulo 27 du réel x, est par définition appelée 
"mesure de l'angle orienté (v,v')" et cosx = a et sinx = b. 
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| 


(M, ,X)—— (O0; 9) ——(A,+) —R/27Z 


a —b ° 

L fe —aneev—5 
a 

Il me semble difficile, au risque de me répéter, de considérer que l'exposé de cette théorie par 

l'enseignant, soit un travail adapté et utile pour l'élève au Lycée. 


$2 Isométries vectorielles de l'espace £;. 

Contrairement au paragraphe sur les isométries du plan, les auteurs font ici largement appel 
aux figures pour les isométries dans l'espace. D'ailleurs ce manuel est un de ceux où l'on 
trouve le plus d'efforts, notamment dans le tracé de figures de l'espace, pour aider l'élève à 
comprendre "physiquement" les concepts ; on peut penser que les trois auteurs, tous anciens 
élèves de l'ENSET, sont conscients des difficultés de la méthode. 

Et pour enseigner la géométrie dans un espace affine de dimension 3, avec des élèves de 
terminale, il est peut être devenu impossible de " camoufler'"" plus longtemps qu'une 
image de €; est l'espace physique dans lequel ces élèves vivent. 

La classification des isométries vectorielles par leurs matrices dans une base orthonormée 
donne lieu à des calculs trop longs dans la dimension 3. Il est plus intéressant de considérer £' 
le sous espace vectoriel des vecteurs invariants et €" le sous espace supplémentaire 
orthogonal à £'. Tout vecteur de l'espace peut se décomposer de façon unique : puisque 
€, =e"®e" donne V=V'HV' Sife O(E,) alors f(V) = V'+f(V"). On démontre aisément que 
€" est globalement invariant, si on pose : V =f(V), v" = f(V"). Tout vecteur 
V" appartient à €" et à même norme que V". Les disjonctions sont alors les suivantes : 
£'=£e, ou €'= P(plan) ou £'= D(droite) ou £'= {0}. Les isométries correspondantes sont alors 


respectivement l'identité ou une symétrie vectorielle orthogonale par rapport à P ou une 
rotation autour de D ou une isométrie vectorielle gauche. Les symétries orthogonales planes 
sont telles que V = V'+V" avec V, = VV”. 
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Document 11 (Collection Durrande). Isoméries de l'espace. Figures et Commentaires 


Fic. 38.5 


REMARQUE 10. COMMENTAIRE personnel 
--La symétrie vectorielle ci-contre traduit que si 
V', non nul, est invariant, V".est un vecteur de 
D de même norme que VW", c'est donc 
nécessairement - VW"; sinon f se réduit à 
l'application identique. 


Si €" = P, la restriction ï de Q à P est une 
isométrie vectorielle plane n'ayant qu'un seul 
vecteur invariant, le vecteur nul, c'est donc une 
rotation plane dans P. © est de façon naturelle 
appelée rotation vectorielle autour de l'axe D. Le 
groupe des rotations vectorielles est noté (O; ,e). 


La composée de deux symétries  vectorielles 
planes est une rotation vectorielle d'axe 
PMP (fig 38.4) . Il est aisé de démontrer que 
toute rotation vectorielle autour d'un axe est la 
composée de deux symétries plans, l'un est choisi 
arbitrairement. 


Si le vecteur nul est l'unique vecteur invariant par 
, on admet que % est la composée d'une 
rotation d'axe D est d'une symétrie de plan P 
orthogonal à D. On les appellera les isométries 
vectorielles gauches. 

(ou parfois rotation-réflexions). 

L'homothétie vectorielle de rapport —-1 en est un 
exemple. (fig 38.5) 
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#4 


»! 


Fic. 38.6 


b) Orientation de l’espace affine E; 


L'orientation de l’espace vectoriel euclidien 8, entraîne celle de tout 


ns — 
espace métrique euclidien Es, associé. Le repère cartésien (o, i, j, k) est 


_ 


 — : 
dit positif ou direct si la base orthonormée (5 j, k) de _&s est directe; le 
trièdre (0x, Oy, O7), de vecteurs directeurs respectifs ä, j, k, est alors un 


trièdre trirectangle direct. 


Remarque 


se ANR ; . Poe de : AE 

On rejoint ici la notion intuitive d’espace physique orienté, nécessaire, p: 
exemple, ” Physique ou en Mécanique. L'orientation de l’espace physique y est 
définie par diverses règles pratiques, telles que : règle du bonhomme d’Ampère, 
règle du tire-bouchon, règles des trois doigts de la main droite ou de la main 
gauche, etc. 


Ces règles ne sont que des présentations concrètes de la convention précédente. 


Pour orienter l'espace 
vectoriel, une relation 
d'équivalence sur les bases 
orthonormées détermine deux 
classes. L'une est choisie pour 
orienter positivement l'espace 
vectoriel £;. Lorsque l'espace 
est orienté, on choisit un 
vecteur unitaire de la 
direction de D pour orienter 
de façon compatible le plan 
P. Alors l'angle O de la 
rotation dans l'espace @ est 
l'angle de sa restriction r au 
plan P. Le demi-tour vectoriel 
est la rotation dans l'espace 
d'angle plat. C'est la seule qui 
soit involutive avec l'identité 
que l'on considère comme une 
rotation où D est arbitraire et 
l'angle nul. 

Les auteurs, convaincus qu'il 
importe d'établir un lien avec 
les phénomènes physiques, 
précisent ci-dessus la relation 
entre la règle du bonhomme 
d'ampère et le choix d'une 
orientation positive de 
l'espace de l'espace affine 


euclidien. 


IV Isométries affines. 
Depuis le début du siècle, la définition des figures isométriques faisait appel à la notion de 
mouvement par superposition En 1972, on peut dire comme Dieudonné : "Euclide est mort", 
et l'objectif est d'étudier le groupe des transformations dont la distance ( euclidienne pardon !) 
est un invariant. L'isométrie ponctuelle étant définie comme application de E conservant la 
distance, il en résulte assez aisément qu'elle est affine et son endomorphisme associé est une 
isométrie vectorielle du groupe orthogonal O, ou O.. Dans l'espace affine orienté, les 
isométries sont dites positives (resp. négatives) si la transformation orthogonale associée est 
élément du groupe O; ou O;( resp. O, -O; ou O,-0;). On les nomme respectivement 
"déplacements "ou ‘"“antidéplacements”. Ces isométries forment un groupe dont les 
déplacements sont un sous- groupe. Le problème des "figures égales" qui demandait en 
géométrie euclidienne la considération expérimentale du mouvement par glissement ou 
retournement est réglé ici en une phrase : "deux figures sont isométriques si et seulement s'il 
existe une isométrie ponctuelle qui les échange". Il est alors aisé d'en déduire les figures 
isométriques d'une droite, d'une demi-droite, d'un segment ou d'un plan. 

$1 Isométries affines du plan 
Voici la présentation de la rotation et sa décomposition en produit de réflexion dans le 
contexte de ce cours. Une partie de problème de baccalauréat est donné à titre d'exemple. 
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Document 1. (Collection Durrande) 


b) Rotations 


Un point O du plan affine euclidien, P, et un angle 6 étant fixés, on nomme 
rotation ponctuelle (ou simplement rotation) de centre ©, d’angle 6, 
l’application r de P vers lui-même, qui, à tout point M de P fait correspondre 
le point M' de P, tel que : 


| low'|| = lowi, 
V(M, M°), (M, M) € P!, FM) =M = LES. 
(ot ot) FT 6. 
Remarques 


1. Toute rotation ponctuelle plane est une 
application linéaire; elle est déterminée par son centre 


et son angle (fig. 40.1). L’angle de rotation, , est M' 
l’angle de la rotation vectorielle associée. 


2. L'identité du plan affine euclidien est une 
rotation de centre arbitraire, d’angle nul. 


La symétrie de centre © est la rotation de centre ©, 
d’angle plat. C’est aussi l’homothétie de centre O, 
de rapport (—1). 

3. L’ensemble des rotations de même centre, 
muni de la composition des applications, est un (e] 
groupe, isomorphe au groupe des rotations vecto- 
rielles. Fic. 40.1 


œ} 


€) Propriété caractéristique des déplacements plans 


Soit f une application du plan affine euclidien vers lui-même, et soit 
J(4) = À' l’image d’un point À fixé. Pour que / soit un déplacement, il faut 


et suffit qu’il existe un angle 6, tel que, pour tout point M et son image M" : 


law = lat «+ (miam) - 6 


En effet, pour que f'soit un déplacement, il faut et suffit que l’application 
vectorielle associée soit une rotation vectorielle: c’est-à-dire : il faut et suffit 


qu’il existe un angle 8 tel que, pour tout point M et son image f (M) = M: 
—— —— ETS, EN 
Lam = lan « (an 4) = 
nr 0, correspond l'identité vectorielle. Par suite, f est la 
— 
translation de vecteur 44’ (fig. 40.2). 


— Si ê Æ 6, alors f est une rotation ponctuelle d’angle 6, dont le centre, 
O, est défini par : 
— LS RTS pe 
tél = 146 « (46, À) =. 
Si À et À’ coïncident, O est en 4. 


Si À et 4’ sont distincts, le point O, équidistant de À et À’, est un point 
de la médiatrice du segment (4, 4’). La construction de la figure 40.3 sera 
justifiée au chapitre 42. 


Fic. 40.2 
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Composée de deux symétries orthogonales par rapport à des droites sécantes 


Deux droites, D et D’, sécantes en un point O, sont associées Tespec- 
: : ! 
tivement aux droites vectorielles D et D’. 


Par chacune des symétries orthogonales par rapport à D et D’, le point O 
est invariant; il est donc invariant par la composée de ces deux 
transformations. 


Aux symétries orthogonales par rapport à D 
et D’ sont associées respectivement les symétries 
vectorielles orthogonales par rapport à D et D’. M’ 
A la composée des deux symétries ponctuelles 
est associée la composée des deux symétries 
vectorielles, c’est-à-dire la rotation vectorielle 
dont l’angle est double de l’angle d’une rotation 
transformant D en D’ ($ 37.5.30). 


Conclusion : 

La composée de deux symétries orthogonales 
par rapport à deux droites, Det D’, sécantes en O, Fc. 40.9 
est la rotation de centre O et dont l’angle est 
double de l’angle d’une rotation transformant D en D' (fig. 40.9). 


Inversement, toute rotation de centre © d’angle 6, est la composée 
de deux symétries orthogonales par rapport à deux droites sécantes en O. 
La première droite est arbitraire, la seconde s’en déduit par rotation de 


centre O et d’angle moitié de 8. 


En particulier, la symétrie de centre O est la composée de deux symétries 
orthogonales par rapport à deux droites orthogonales sécantes en ©. 


Il résulte de cette étude que : 


Tout déplacement plan est le composé de deux symétries orthogonales 
par rapport à deux droites. 


REMARQUE 1. 

Nous avons constaté au chapitre 37 de cet ouvrage (algèbre linéaire ; les isométries 
vectorielles du plan) une quasi-absence de figures ; ce n'est plus le cas ici, on considère 
donc à juste raison que le passage au plan affine est l'occasion d'entrer dans la géométrie 
des figures. Cette démarche semble logique et annulerait toutes mes remarques sur 
l'absence de figures dans les espaces vectoriels. Oui mais d'où vient le vecteur pour un 
élève de terminale? sinon d'un segment de droite orienté ; l'occulter un temps n'est-ce 
point se leurrer ? 

Cet extrait témoigne encore une fois de la puissance de l'algèbre linéaire pour une 
construction rigoureuse des déplacements plan. Les propriétés d'un plan affine euclidien 
permettent d'établir avec rigueur et concision les propriétés caractéristiques d'un déplacement 
et la décomposition d'un déplacement en produit de réflexions. Les figures jointes (40.1, 402, 
40.3, 40.9) sont légitimes, mais il faut noter qu'elles ne sont guère utilisées dans les 
problématiques qui suivront ces résultats. 

La rotation est d'abord définie de façon classique au b) ci-dessus. Ensuite les auteurs, utilisant 
la définition d'une rotation vectorielle et de sa matrice caractérisent aisément les 
déplacements plans, dont les rotations ponctuelles au c) par les relations 


> 


A'M' 


> 


JAM 


> > 


et (AM,A'M')=6. À la suite de ces relations, dans ma pratique personnelle, j'ai 


souvent constaté que l'élève, "regardant" deux figures isométriques mêmes très simples, ne 
savait pas dire si elles le sont directement ou non. Il y avait là une situation frustrante et 
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paradoxale au quotidien : la pratique de la géométrie en terminale rendait l'élève de plus en 
plus incapable d'appréhender le plan ou l'espace. J'ai parfois constaté la même hésitation chez 
des stagiaires de CAPES, qui devenaient enseignant l'année suivante. 

De même les rotations vectorielles décomposées en produit de symétries vectorielles, la 
propriété pour les rotations affines s'en déduit aisément comme ci-dessus. C'est une démarche 
caractéristique de la géométrie fondée sur l'algèbre linéaire ; cependant pour un élève de 
terminale qui rencontre pour la première fois les transformations du plan, cette économie de 
raisonnement est artificielle puisqu'elle s'appuie sur des considérations dans le plan vectoriel 
dont il n'a pas saisi la motivation ni le sens. Je crois que cette démarche est placée trop tôt 
dans son cursus, car il n'a pas l'expérience suffisante des situations géométriques pour saisir 
l'intérêt de cette puissante synthèse. Ce n’était pas le cas pour les étudiants des années 55-70 
qui avaient longtemps pratiqués les figures du plan et de l’espace au collège puis au Lycée 
jusqu’en ME ou TC et réalisaient cette construction théorique en 1° année d’université. 


Partie d'un sujet de Baccalauréat C en 1981 à Nice. 


E désigne un plan vectoriel euclidien, & un plan affine associé à E et R = (0:4,3) un 
repère orthonormé de &. 


On appelle ® l'endomorphisme de E dont la matrice, dans la base D est 


OI Ut} 
Ut UJR 


a et b étant deux réels donnés, on définit l'application affine g de & dans & d'endomor- 


phisme associé @ et transformant 0 en le point de coordonnées (a,b) dans le repère R. 
1° Soit M un point quelconque de &, de coordonnées (x,y) dans le repère R. Déterminer L 
coordonnées (x',y') de l'image M' de M par g. 

2° Quelle condition nécessaire et suffisante doivent vérifier a et b pour que g soit in 
volutive? 

3° Démontrer qu'il existe une unique translation t et une unique symétrie affine s dont 
l'axe a la direction du vecteur de la translation et telles que g = tes = sot. Préciser 
leurs éléments caractéristiques. 

(BAC Nice, C, 1981) 


A quel type de problématique conduit en terminale cette géométrie affine”? 
La partie du problème de baccalauréat ci-dessus montre une nouvelle fois, combien l'aspect 
calculatoire est dominant. La 1° question conduit, par un calcul matriciel au système linéaire 


: + S + 
X=—-—-xX+—-y+a 
5 


à deux paramètres a et b : 


… 4. 53 
y=—x+—-y+b 
5 5 


La 2° question est également résolue par un système équivalent à a+2b = 0 ; la 3° question 
également avec pour solution une droite vectorielle 2x-y = 0. La quatrième question consiste 
à caractériser enfin ces isométries comme produit commutatif d'une symétrie orthogonale par 
une translation, là encore par la résolution de systèmes linéaires. 

Il s'agit en fait d'antidéplacements plans appelés parfois " symétries glissées "dont l'étude 
systématique n'est pas explicitement au programme. C'est une façon de faire de la géométrie ; 
est-elle justifiée au Lycée ? À cette démarche en aveugle auquel est astreint l'élève et 
l'absence de problématique intéressante, on peut ajouter l'aspect répétitif des méthodes 
utilisées. 


es 
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$2 Isométries ponctuelles de l'espace 


On peut en donner une idée en reproduisant certaines figures de l'ouvrage de la Collection 
Durrande. Je l'ai déjà précisé, les figures sont rares dans les manuels de l'époque, mais il est 
vraiment impossible à propos des isométries de l'espace de ne pas les mettre en relations 
avec des objets concrets et leurs représentations. Il y a donc un retour pour la présentation 
de ce chapitre aux figures utilisées avant 1972. Encore une fois 1l faut bien noter les limites de 
cette démarche : aucune problématique nécessitant l'usage de figures riches de l'espace ne sera 
proposée au Baccalauréat ; lorsqu'on connaît l'impact de l'examen sur le comportement de la 
majorité des enseignants, de tels problèmes tiendront peu de place dans l'activité des élèves. 


Document 2 (figures de la Collection Durrande) 


D 


Fic. 41.1 


Fic. 41.2 


FIG. 413 ; Fic. 41.4 


REMARQUE . commentaire personnel. Une 
isométrie d'un espace vectoriel affine euclidien 
de dimension 3 est déterminée de façon unique 
par la donnée d'un couple de point 
homologues (A,A') et d'une transformation 
orthogonale ®. 
Le sous espace vectoriel I des vecteurs 
invariants par ® va déterminer le classement 
de toutes les isométries affines positives ou 
déplacements. Si = Id, alors l'isométrie f est 
une translation. Si 1 = D est une droite 
vectorielle, alors si f admet un point invariant 
A, la droite (A,D) est invariante point par 
point ; f est appelée rotation d'axe (A, D). Si f 
n'a pas de point invariant, la figure 41.1 
montre que f est la composée de la translation 
— 
de vecteur AA' et d'une rotation d'axe (A'B') 
appelée vissage. 
Le classement des isométries négatives ou 
antidéplacements est hors programme, 
rappelons qu'on distingue les réflexions par 
rapport à un plan et les rotation-réflexions 
n'ayant qu'un point invariant ; les symétries- 
point dans l'espace font parties de ces 
dernières. 
La figure 41.2 montre l'action d'une rotation 
sur un point M. La figure 41.3 illustre le 
demi-tour qui est une rotation d'angle plat. Les 
demi-tours engendrent les déplacements, en 
particulier la figure 41.4 montrent la 
génération d'une translation composée de 
deux demi-tours d'axes parallèles. Puis la 
figure suivante illustre la rotation comme le 
produit de deux demi-tours d'axes D et D' 
concourants en O. 
-Lorsque les axes sont non concourants sur la 
figure 41.6, on démontre qu'il s'agit d'un 
déplacement n'ayant aucun point invariant, 
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Fic. 41.5 


D 
> 


FIG. 41.6 


D 


Fic. 41.15 


Fic. 41.8 


oO 


Ad F 


donc un vissage. 

-Un vissage admet une décomposition 
canonique en une rotation et une translation 
parallèle à l'axe de la rotation. Le vissage v 
est définie par la rotation r(D,8 ) et un couple 
de points homologues (A,A') où A'ED. Alors 
v=roft où (fig 41.7) 


> > > — 
AA'= AA"+A"A' où A'A"ID 
t=t,ot, où t,ett,sont les translations de 
—> —> 
vecteurs respectifs AA" et A'"A'. 
v=ro(f,ot )=(rot,)ot. Le 
déplacement rot, laisse globalement 
invariant tout plan  P orthogonal à D, sa 
restriction à ce plan est donc une rotation 
d'angle 6, ainsi ro f,est une rotation d'angle 
Odont l'axe est parallèle à D. 
--La figure 41.15 est donnée pour rechercher 
les isométries qui conservent le tétraèdre 
régulier. L'isobarycentre est invariant puisque 
Fest affine. Mis à part l'identité, l'analyse nous 
conduit donc à rechercher les déplacements 
admettant un point fixe O ; si un sommet est 
invariant, on obtient les quatre rotations d'1/3 
de tour et d'axes (OA), (OB), (OC}et (OD). II 
faut ajouter les rotations réciproques. Si 
aucun sommet n'est invariant par f, alors si 
SA) = B nécessairement f{C) =D et l'axe de la 
rotation est la perpendiculaire commune aux 
arêtes opposées (AB) et (CD), f est alors un 
demi tour d'axe (1J) ; il y en a deux autres, ce 
qui fait 12 déplacements dont nous notons 


Donc 


l'ensemble G°. 

Si G désigne le groupe recherché et G les 
antidéplacements, l'application définie par 
:—>roS,=g .de G dans G est une 
bijection involutive; S, est la symétrie-point 
O. Il reste donc 12 antidéplacements à 
trouver. On les obtient en composant les 12 
rotations avec S,. L'analyse nous conduit à 
remarquer que O est invariant. Les six plans 
médiateurs des 6 arêtes engendrent 6 
symétries plans qui conviennent. Alors les six 
autres sont des rotations-réflexions dont 
l'angle est un demi-tour est l'axe les droites 
telles (1J), (KL) et (MN). 
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V Nombres complexes et similitudes planes 


$1 Les nombres complexes en 1972 
a) La présentation des complexes est évidemment liée à l'algèbre linéaire. 
L'ensemble C des nombres complexes, est défini comme l'ensemble des matrices 


a —b 
È ac a et b réels quelconques. Les propriétés de l'addition et de la multiplication des 
a 


matrices 2 X 2 permettent de vérifier que C est un corps commutatif. L'ensemble des matrices 


a 
scalaires | ls mis en bijection avec R, on démontre que ce sous-ensemble est un sous 


O à 


: | es . [a 0 : a 
corps isomorphe au corps des réels ; on identifie une matrice | nec le réel a. ainsi C est 
Oo à 


0 -1 O —-1 —1 0 | 0-1 | 
un surcorps de R et X _ = —1 ; si l'on pose = 1 , 
1 0 1 0 O -1 1 0 


alors 1°= - 1. 


| a —b a —b 1 O| 10 -1 ; 
Si Z = alors z = = à +1 =a+ib 
U pere ia 


b) Les règles de calcul dans le corps des complexes se déduisent des règles du 
calcul matriciel. 


Il est aisé de démontrer que l'application h : Z—— 7 est un automorphisme de corps ; ce qui 
donne les propriétés du conjugué. 

c) La représentation géométrique des complexes est facilitée par la considération de 
(C,+,.) comme un espace vectoriel sur R de dimension 2. Ceci permet de mettre C en 
bijection avec un plan vectoriel euclidien muni d'une base orthonormée par l'application qui à 
Z = a+ib associe le vecteur image V(a,b) ; z est appelé l'affixe de v(a,b). Cette bijection est 
un isomorphisme d'espace vectoriel ; il en résulte qu'additionner des complexes équivaut à 
additionner des vecteurs du plan, et kz où Kk réel a pour image le vecteur colinéaire KkV(a, b). 
De même C est en bijection avec un plan affine euclidien muni d'un repère orthonormé par 
l'application qui à z = a+ib associe le point image M(a, b). Cette fois, exceptionnellement la 
figure joue les premiers rôles. Les figures ci-dessous sont issues de l'ouvrage "Nombres 
Probabilité'" de la Collection Queysanne Revuz! éditée chez Nathan. Le module d'un 


complexe est défini par 2 = z.z = Va +b°, et l'interprétation géométrique donne 


= d(O,M). L'application v : z —/7| de C dans R° a les propriétés d'une valeur 


on 


d= 


absolue dans C. La résolution des équations du second degré à coefficients complexes est 
alors exposée. 


1 TRE sie . 5 L£, " 4 : " 4 
A. Revuz, professeur à l'université de Poitiers est l'un des fondateurs de la réforme des "mathématiques modernes" au Lycée. 
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figl 


fig3 


d) Enfin l'argument d'un complexe de module 1 puis d'un complexe non nul est défini à 


= 
partir de l'interprétation géométrique sur la figure 3 ci-dessus : Argz = angle(üu, OM) ; un 
— 
argument de z est une mesure de l'angle(ü, OM) modulo 27. Puis l'exposé classique des 
propriétés de la forme trigonométrique d'un complexe non nul s'en suit avec en particulier les 
formules de Moivre et les racines nièmes de z non nul. 
Ce rappel succinct de la présentation des complexes lié à l'algèbre linéaire permet des 
démonstrations se résumant à des calculs algébriques auxquels les élèves sont familiarisés 
dans ce cours. 
Toutefois 1l est intéressant de remarquer à propos des nombres complexes que la méthode fait 
largement appel à l'interprétation géométrique ; celle ci joue un rôle primordial pour illustrer 
les définitions et utilise l'intuition de la figure comme à l'occasion des isométries de l'espace. 
Là encore, on trouve la preuve qu'il semble difficile d'enseigner au Lycée une géométrie 
axiomatique basée sur l'algèbre linéaire sans de sérieuses connaissances initiales de géométrie 
élémentaire. 
D'autre part, l'absence de la notion du sens est choquante à propos d'un premier contact avec 
les complexes ; la problématique simple de l'équation x° =—1 qui est à l'origine de ces 
nombres n'apparaît pas initialement. L'élève pourrait se poser la question légitime du 
"pourquoi ? ” de ce surcorps de R ; j'ai souvent constaté, depuis la seconde, que beaucoup 
de lycéens ne se posent plus la question du sens. Est-ce parce que les mathématiques 
développées n'en ont pas besoin? 


$2 Similitudes planes en 1972 
Pour ne pas alourdir cette question classique je donnerai uniquement quelques figures qui s'y 
rapportent. Ces figures sont nombreuses dans la présentation du chapitre, mais encore une fois 
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les problématiques proposées aux élèves ne nécessiteront pas un retour à la géométrie 
élémentaire, il s'agira plutôt de démarche purement calculatoire, soit dans un repère soit avec 
des nombres complexes. 
Depuis le début du siècle, les similitudes planes sont traitées comme une généralisation de la 
notion de figures semblables vue au Collège ; leurs définitions et leurs propriétés sont 
explicitées par des procédés purement géométriques. À partir de 1972 elles sont vues 
essentiellement comme une application des nombres complexes comme je vais essayer de le 
montrer 1Ci. 
Dans l'ouvrage que j'ai choisi, très logiquement les similitudes planes sont d'abord définies 
era À : A'B' C'D' 
comme les applications du plan qui conservent le rapport des distances : AR © =Kk ; 
ce rapport k est un réel positif constant appelé le rapport de la similitude, et A'B'= KAB pour 
tout couple de point homologue (A,B) et (A',B'). Puis il est démontré que si s est une 
similitude, s=hof=goh où h est l'homothétie de centre P arbitraire et de rapport k et f et g 
des isométries ponctuelles. Ceci prouve que s est affine et son endomorphisme associé @ ne 
dépend pas du point P choisi : @—HoV—=Vou où | est l'homothétie vectorielle de 
rapport k et V une isométrie vectorielle Si s n'est pas réduite à une translation ni un 
antidéplacement ; elle admet un point invariant O unique appelé le centre de la similitude. 
Dans le cadre de cette géométrie, la problématique est donc la détermination du sous-groupe 
dont l'invariant est la conservation du rapport des distances. Le groupe des similitudes planes 
a pour sous-groupes évidents les groupes des isométries planes, des déplacements et des 
homothétie- translations. Si dans la décomposition s=hof=goh, l'isométrie f ou g est un 
déplacement s est appelée une similitude plane directe, sinon elle est indirecte. 
Document1 (Collection Durrande ‘classes terminales C'"'" tome 3, 1975) 


Le transformé d’un point M, autre que O, ES 
par la succession de l’homothétie #4, , et de REMARQUEI; 


la rotation r,, 5 est (fig. 43.1) : commentaire personnel. 


Mi 
Par 4 : Mt M, on forme canonique 
2 __— d'une similitude plane 
RERO (0 directe non réduite à une 
Par r: Mir M, we | translation 
OM' = OM, s=h(O,k)or(O,8)=rch 
ne A 2 d 
(oO, o:) = À. … est résumée sur la figure 
; : 43.1. où l'action de s sur 
Par (ro h) : Mr M, ; 2 ne 
RS à le point M est décrite. Les 
| Pet ee similitudes planes directes 
(oi, où) = À. Fic. 43.1 constituent un groupe de 


transformations dont les 
invariants sont le rapport 
des distances et les angles 
orientés. 
--Une similitude plane 
indirecte de centre O est 
de rapport k est la 
composée d'une 
homothétie de centre O et 
de rapport k avec une 
réflexion dont l'axe passe 
par O. 
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2. Toute similitude plane inverse de centre O, de rapport 4, différent de 1, 
est composée de l’homothétie de centre O, de rapport k, et d’une symétrie 
orthogonale par rapport à une droite passant par O. Ces deux applications sont 
commutables. 


Soit s une telle similitude 
s—=hof—=goh, 
où h est l’homothétie de centre O, de rapport k, 
et f et g sont des antidéplacements. 

Le point O, invariant par s et par h, est 
donc invariant par f et g. Par suite, f et g sont 
des symétries orthogonales par rapport à des 
droites passant par ©. En outre, f et g sont 
associées à la même symétrie vectorielle. Donc 
f = 8. 

Par f suivie de k, un point M est transformé 
en M,, puis M” (fig. 43.2). Par h suivie de f, le 
point M est transformé en M, puis M”. 


M 


æ} 


a réel lal = 1 


Fic. 43.3. 


Fic. 43.4 


Si a Z 1, il existe, dans P, un point 
Q invariant, d’afñixe : 


Dans ce dernier cas, en retranchant 
membre à membre les égalités : 
z' = az +b 


on obtient : 


Fic. 43.9 


Ceci est résumé sur la 
figure 43.2 ci-contre. 


--Les auteurs étudient 
ensuite les applications de 
C dans C Z— az, 
aeC'. La discussion est 
résumée sur la figure 
43.3, en particulier si 
a =r(cos& +isin®), 

z = p(cosO +isinO) 

alors z, = [rp,œ + 6]. 


Z—>az+b est la 
composée de 
Z——>7, = az et 
2 Z;Rb, «I ui 
correspond dans le plan P 
sur la figure 43.4 la 
composée de la 


similitudes plane directe 
s(O, r, Œ) avec la 
translation t de vecteur 
— 


OB où B a pour affixe b. 
--L'interprétation 


géométrique des 
applications 

Z—— az + b est reprise 
systématiquement, en 
particulier si a Æ1 f est 
une similitude plane 


directe. La détermination 
de ses éléments est alors 
réduite à un simple calcul 
dans C la résolution de 


l'équation z=az+b, 
l'affixe du centre est 
b _ | 
: l'équation 
1—-a 


z'-O=a(z-@) donne à 
a le rôle de ‘rapport 
complexe" de la similitude 
puisque la] =7r le rapport 
de la similitude et arg(a) 
= OX l'angle de la 
similitude. 
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1° Isomorphisme de groupes 


On déduit des résultats obtenus aux paragraphes précédents : 


A l’application composée de deux similitudes planes directes correspond 
la composée de deux applications du type z +—> az + b (a #0), de © 
vers €. Par suite : 


L’ensemble des similitudes planes directes, muni de la composition des 
applications, possède une structure de groupe, isomorphe au groupe des 
applications du type z + az + b(a 0), de C vers C. 


Le groupe des applications du type z + az + b (a # 0} n’est pas abélien. 
Il en est de même du groupe des similitudes planes directes. 


Par contre, le groupe des applications du type z => az (a # 0) est abélien. 
Le groupe des similitudes planes directes de centre fixé est abélien. 


Sous-groupes 


Énumérons les sous-groupes déjà rencontrés : 

— Les groupes JC, Ro, Fo, des homothéties, rotations, similitudes 
directes, de centre ©. 

— Le groupe 6 des translations. 

— Le groupe ( U 6) des homothéties ou translations. 

— Le groupe (R LU G) des rotations. ou translations (déplacements). 


Les coordonnées dans la base du vecteur V' = f (F), s’obtiennent 
suivant les règles de la multiplication ligne par colonne de la matrice À par 
de V : 


œ 

fe 74) 6) = 
SUITE ET FIN DU COMMENTAIRE. On constate ci-dessus que 
la définition matricielle de la similitude vient s'ajouter à l'utilisation 
analytique des complexes. Dans ce chapitre, l'élève dispose donc de 
deux moyens pour ne pas utiliser la géométrie pure (appelée parfois 
la géométrie synthétique). 
Le même travail est fait pour les similitudes planes inverses dont 


& 


: x 
la matrice | ] 
y 


ax — y 


_@ ®). 


œ 


x 
y 


l'équation complexe est z'= az + b. 


--l'application qui à 
Z— az +b fait 
correspondre 

s(Q,lal,arg(a)) est un 


isomorphisme de groupe. 
Donc il est désormais 
légitime d'identifier dans 
la pratique la 
transformation ponctuelle 
etl'application 
correspondante de C dans 
€ 

Ceci renforce la 
domination des méthodes 
analytiques en géométrie 
au Lycée. C'est dans la 
logique de ce programme, 
au détriment d'une 
recherche à partir de la 


Jigure. 


VI Réflexions sur les causes de l'échec de la réforme de 1970 en Analyse et en 


Géométrie. 


La réforme est vécue comme un véritable bouleversement. La rupture avec les programmes 
précédents est radicale comme le montre les documents cités dans ce texte. L'analyse, qui 
pourtant n'est pas au centre des changements, suivra nécessairement le mouvement avec la 
définition des réels par l'axiome de la borne supérieure et l'intégrale par les sommes de 


Riemann. 


a) Pour beaucoup d'enseignants formés avant 1956, ainsi que les 
parents d'élèves, les points de repères n'existent absolument pas. Faut-il rappeler le désarroi 


chez certains enseignants du Primaire ou du Collège? 


Il faut y ajouter les dérives dans l'excès de la plupart des manuels, comme en témoigne 
certains que j'ai cités. Les concepteurs ont pourtant essayé de prévenir ces excès : notons les 
instructions qui figurent dès la classe de seconde € dans les instructions officielles de 1970 : 
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"Le programme de Seconde € amorce en outre un renouvellement de l'enseignement des mathématiques 
dans le second cycle, il marque un effort vers plus de rigueur et plus de puissance d'action ; à ces divers 
titres, il ne laisse pas d'être attachant et, si les mathématiques y affirment leur caractère réel d'une 
discipline d'abstraction, il peut de ce fait, susciter une tentation à laquelle on ne devra pas céder, celle de se 
_ livrer d'une façon quasi exclusive à des considérations résolument abstraites, propres sans doute à cultiver 
au mieux les facultés d'une heureuse minorité d'élus, mais au risque de décevoir ou de lasser peu à peu tant 
d'autres élèves qui ont en seconde C leur place légitime. ‘ 
Parmi les élèves, en effet, les uns préfèrent aborder d'emblée les notions générales pour les appliquer 
ensuite aux réalités usuelles, les autres préfèrent aussi valablement suivre la démarche opposée ; le 
professeur tiendra entre eux un compte équitable, il ne laissera ni les uns, ni les autres en rester au stade de 
leurs goûts initiaux, il leur apprendra à passer tous d'une attitude à l'autre avec une aisance croissante. 
D'ailleurs sous de certaines formes, tant mathématiques que physiques ou sociales, le concret doit rester ou 
devenir familier aux élèves; on y tendra en associant sans cesse, par des exercices et des problèmes 
nombreux, les concepts et leurs applications." 

Les universitaires, comme Gustave Choquet, qui ont activement participé à l'élaboration des 
changements, tirent très tôt la sonnette d'alarme en dénonçant les excès de formalisme et 
l'absence de problématiques concrètes, ainsi que l'agressivité des théories sous le couvert de 
"modernisme”. 

A l'école primaire, l'enfant dit "cardinal d'un ensemble " plutôt que " nombre d'éléments". Au 
Collège rappelons la trop "célèbre" définition de la droite affine en classe de 4° comme " 
famille de bijections..." qui fera l'objet d'un article resté fameux dans un journal satirique du 
mercredi. Toujours au collège, on étudie notamment les relations d'équivalences qui 
conduisent aux ensembles quotients et les relations d'ordres. C'est d'ailleurs au Collège, où 
beaucoup d'enseignants ont été recrutés dans des conditions de pénurie des maîtres et 
manquent donc de formation initiale, que les difficultés d'application de cette réforme sont les 

plus grandes. L'APMEP', pourtant dès l'origine favorable à la réforme déchante dès 1973, elle 
propose des allégements au Collège. Dans les Lycées le choc est relativement amorti, les 
enseignants, en proportion, sont mieux préparés, l'épreuve du baccalauréat demeure l'objectif 

qui fait taire les questionnements et il est aisé de l'adapter au plus grand nombre. 

En terminale (T.C. et T.E.), l'importance prise par le cours magistral, nécessaire à 
l'exposé des théories, déséquilibre la part de l'activité des élèves. De plus, le champ des 
recherches pour l'élève se restreint en comparaison avec l'époque précédente ; le caractère 
monotone et répétitif des problématiques alerte les enseignants. En effet la grande majorité 
des problèmes consistent à étudier les structures algébriques d'ensembles abstraits comme les 
espaces de fonctions ; dans les exercices la recherche porte sur des homomorphismes, des 
applications linéaires, leurs noyaux et leurs images. Cet abus des structures est en 
contradiction avec le peu de situations précises où l'élève rencontre "naturellement" et 
utilement" celles-ci. En d'autres termes, au (Collège comme au Lycée, on étudie 
essentiellement les structures pour elles-mêmes ; sans montrer leur utilité pour résoudre des 
questions posées en dehors de ce contexte. Cette démarche réduit souvent au seul discours 
l'enseignement des mathématiques. 

b) Après plusieurs années d'application de ces programmes, il 
apparaît clairement que l'élève est devenu inefficace devant toute problématique qui fait 
appel à son expérience de la réalité du monde qui l'entoure. En géométrie, il faut préciser que 
certains maîtres et leurs conseillers « s’interdisent » les figures. La plupart des enseignants 
s'adaptent tant bien que mal, l'algèbre linéaire permet de souligner la cohérence des 
géométries affine et euclidienne. Mais la difficulté réside dans l'inadéquation des 
problématiques avec une approche, même théorique, de la réalité concrète, notamment en 
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Physique. Le professeur est dans l'obligation de "traiter lui-même les mathématiques utiles à 
son cours de physique car celles du cours de mathématiques sont inutilisables pour lui, 
notamment en géométrie des vecteurs et en trigonométrie” . Aïnsi la question "A quoi servent 
ces mathématiques ? " devient assez vite d'actualité. 
Toutes ces raisons se conjuguent pour conduire à l'échec de la réforme qui, hélas, ne sera 
corrigée en terminale que de 11 ans plus tard en 1983. 
Revenons plus en détail sur la géométrie, car les conséquences néfastes pour l'avenir 
y seront irréversibles. Nous avons décrit au début de ce chapitre l'ambitieux projet 
des concepteurs partagé par J. Dieudonné, G. Choquet et À. Revuz : faire de la 
géométrie un simple chapitre de l'algèbre linéaire au Lycée. 
Mais est-ce faisable ? Est-ce utile ? Est-ce raisonnable pour un jeune lycéen ? Après cette 
expérience de 11 années de 1972 à 1983 en terminale, il est nécessaire d'examiner comment 
cet enseignement a été vécu avant de conclure. Je rappelle que mes propos sont 
nécessairement subjectifs, ils ne sont pas le reflet d'un quelconque consensus sur les 
jugements portés sur cette période. Lors d'exposés de ce texte devant des collègues, j'ai eu 
des réactions favorables mais d'autres regrettaient en 2001 l'époque des mathématiques 
modernes, surtout des enseignants des classes préparatoires. Dans cet ordre d'idées, je le 
répète : parmi les élèves excellents que j'ai eu à cette époque, j'ai reçu nombre de 
témoignages de gratitudes par exemple lorsqu'ils avaient "intégrés une grande école". Ce 
programme permettait toujours de sélectionner les meilleurs, mais paradoxalement il apportait 
peu aux élèves moyens ou en difficulté, bien que ce fut là un des objectifs essentiels de la 
réforme : "les mathématiques pour tous”. 
La géométrie au collège repose alors sur une axiomatique où l'ensemble de points d'un plan 
est donné en premier lieu, puis les vecteurs du plan s'en déduisent comme classes 
d'équivalences de la relation d'équipollence des bipoints. Comme je l'ai souligné, L'APMEP 
a obtenu des modifications de programme au collège dès 1973. La définition des réels par les 
développements décimaux illimités en classe de 4° permet une définition axiomatique de la 
droite. Cependant celle-ci demeure associée avec la représentation habituelle d'un objet 
rectiligne mis en bijection avec le corps R des les réels : en effet "La droite affine " selon la 
définition "f(M) = ag(M) +b" citée plus haut a été abandonnée dès 1973 à la suite d'une 
polémique médiatisée : un prix Nobel de Physique est venu à la télévision donner une opinion 
peu favorable de ces programmes. En effet, ainsi définie, cette droite affine est un ensemble 
qui peut être représenté par "une ligne élastique" n'ayant rien de "rectiligne. Ce caractère 
choquant au collège est donc assez vite écarté. Le plan, mis en bijection avec R°, fait l'objet 
d'étude par les figures habituelles : triangles, polygones, cercles. 
Au Lycée, nous venons de le constater, une nouvelle définition "axiomatique " de la droite, 
du plan et de l'espace comme variétés affines dont la direction est un espace vectoriel crée à 
la fois une rupture avec le collège et un saut dans l'abstraction. 
Dans une moindre mesure au Collège, mais très nettement au Lycée ces développements 
théoriques ne s'appuient plus ou très peu sur l'intuition née de la figure. 
Ainsi, réduire le cours de géométrie en seconde uniquement à l'étude les espaces vectoriels, 
c'est écarter brutalement le rôle des figures. C'est donc couper l'élève du peu de bases 
acquises au 1° cycle et le priver de toute image mentale pour "les objets mathématiques" qu'il 
rencontre. 
D'autre part, certains rédacteurs d'ouvrages scolaires aussitôt imités par les enseignants n'ont- 
ils pas écarté, par excès de zèle, des représentations possibles des espaces vectoriels par des 
figures classiques ? Je le crois car il est cohérent au Lycée et dans le cadre de cette géométrie 
axiomatique de représenter un espace vectoriel ou affine de dimension 0, 1, 2 ou 3 par les 
objets physiques point, droite, plan ou l'espace ordinaire ? Pour les extraits de ce chapitre, 
j'ai choisi le manuel de la collection "Durrande" qui s'efforce de le faire. Justifions ce point de 
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vue : les espaces vectoriels directions des espaces affines sont respectivement le vecteur nul, 
une droite vectorielle, un plan vectoriel ou un espace vectoriel de dimension 3 ; mais tous ont 
pour corps des scalaires le corps des réels. La droite vectorielle €; est engendré par 


> — 


—> — — 
Væz O0 ae = {a V er ; alors d= ÎMeE7 AN 2 V LA € R définit une variété 


affine (A,€,) de E qui est de façon évidente en bijection avec R. 


Au Collège, la droite est redevenue rapidement un objet physique rectiligne dans 
l'imaginaire de l'élève ; puis en classe de 4° la droite est mise en bijection avec R par le 
choix d'un repère sous le nom de "droite réelle". 

Or en terminale, la définition de la variété (A,€,) de E la met aussi en bijection avec KR. 

Il paraît donc légitime dans une phase d'apprentissage de choisir "la même représentation" 
pour ces deux entités en bijection avec R. 

On peut objecter que la droite physique ne reflète pas exactement toutes les propriétés de la 
droite affines et c'est vrai, celle-ci est un modèle plus adapté à une droite affine euclidienne. 
Oui mais au Lycée, dans le cadre de l'acquisition progressive du savoir, cette représentation 
est utile pour que l'élève puisse constater la cohérence de la géométrie qu'il pratique depuis 
longtemps. Il est impossible ou encore trop tôt à un lycéen d'arracher de son imaginaire la 
relation entre le terme "droite " et la qualité "rectiligne". La même remarque vaut pour une 
représentation du plan ou d'un espace affine de dimension 3. 

En second lieu, cette absence de représentation des espaces vectoriels est accompagnée par 
une extrême pauvreté des figures représentants des éléments ou parties des espaces affines. 

En effet, il y a peu de figures car il y a peu d'objets géométriques à étudier. Lorsque l'élève 
connaîtra tout le cours d'algèbre linéaire, aura-t-on le temps en terminale d'appliquer cet outil 
nouveau et d'en vérifier la pertinence en géométrie élémentaire. La réponse est non : faire de 
la géométrie un chapitre de l'algèbre linéaire va aboutir en fait à la disparition de la géométrie 
des figures ; ce fut donc, malgré les dénégations de certains concepteurs, un des résultats 
de la réforme. 

A partir de ces hésitations sur l'utilisation des figures pour le vectoriel, il est clair, comme je 
l'ai souligné, maintes fois, à partir de 1972 que l'application du programme va poser aux 
élèves des difficultés quant à la cohérence et au sens. Il est juste de préciser que rapidement 
ces difficultés vont s'atténuer avec la disparition, dans les épreuves de baccalauréat, de toute 
problématique de géométrique des figures. 

Comme nous l'avons constaté dans les divers extraits de la collection "Durrande" dans 
certains manuels, les espaces affines sont "représentées" par les "dessins" classiques de la 
géométrie euclidienne. De même les espaces vectoriels "directions" sont figurés 
respectivement par un point, une droite pointée, un plan pointé ou l'espace ordinaire pointé ; 
un point choisi représentant le vecteur nul. Cela dit, plutôt qu'un moyen efficace, c'est "une 
concession" faite à une mise en relation avec la réalité physique. 

En effet l'étude des propriétés plus riches des figures du plan et de l'espace est "remisée" dans 
la partie du programme " compléments de géométrie" : mais faute d'avoir pratiqué 
suffisamment et par manque de temps les élèves n'en perçoivent plus alors la nécessité et ne 
voient pas la cohérence avec les espaces vectoriels. 

c) Ainsi cette période est marquée par la disparition de la méthode 
euclidienne et la quasi-disparition de la géométrie élémentaire pour de nombreuses années au 
Lycée. L'algèbre linéaire développée dès la seconde devient le socle sur lequel doit se 
construire la géométrie. Ceci suppose une " redéfinition ” de celle-ci : ainsi les groupes de 
transformations, dans l'esprit du programme d'Erlangen, associés aux invariants et introduits 
dès la réforme de 1962, sont désormais "la méthode" qui gouverne l'ordre géométrique alors 
décliné en "géométrie affine" puis "métrique". 
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Du point de vue des fondements, cette stratégie appliquée dès 1970 en seconde élimine 
toutes les difficultés dues à l'axiomatique euclidienne tels le 5° postulat et les propriétés 
topologiques sous jacentes non évoquées par Euclide. Comme je l'ai déjà précisé la validité de 
la théorie repose uniquement sur la non-contradiction des réels et sur les axiomes d'espace 
vectoriel. 

Il n'est pas question de nier la puissance et l'efficacité des outils apportés par l'algèbre 

linéaire. Donnons un premier exemple significatif de la facilité apportée par la méthode : en 
1972, disposant de la définition d'une isométrie ponctuelle comme application affine dont 
l'application linéaire associée est une isométrie vectorielle, "deux figures sont égales si et 
seulement s'il existe une isométrie qui les échange”. Il est clair qu'au regard des 
développements longs et difficiles utilisant la superposition par le mouvement, la démarche 
est claire et rigoureuse. Ceci dit, une question demeure : la notion du sens qui différencie 
deux figures directement égales et inversement égales est-elle acquise ? L'expérience m'a 
montrée que la réponse est non. 
Cependant il faut reconnaître, avec Félix Klein et le programme d'Erlangen, que la 
connaissance des structures permet un traitement pertinent de certaines grandes questions de 
géométries élémentaires. C'est le cas pour la recherche du groupe des isométries qui laissent 
invariante globalement une figure du plan ou de l'espace : la méthode est efficace. En effet les 
isométries, applications affines, conservent le centre de gravité, donc elles forment un groupe 
de transformations pour lesquelles le centre de gravité O est un point invariant. Dans le plan 
ce sont donc des réflexions dont l'axe passe nécessairement par O ou des rotations de centre 
O. Il est facile de prouver qu'il y a bijection entre les déplacements et les anti-déplacements de 
ce groupe par l'application p——>60$,=s ; où S, est la symétrie-point de centre O. De plus 
une analyse sur le devenir de chaque point de la figure épuise tous les déplacements et anti- 
déplacements possibles. Une synthèse achève l'étude sans qu'il soit nécessaire de dresser la 
table de Pythagore du groupe ; dans l'espace, c'est particulièrement intéressant par exemple 
pour les isométries du tétraèdre au nombre de 24 ou celles du cube qui sont au nombre de 48. 
Mais ces méthodes, structurant le plan ou l'espace par l'études des figures furent peu ( je m'y 
suis essayé et le texte est sur mon site : http://pagesperso-orange.fr/jeanpierre.daubelcour/) ou 
pas utilisées à partir de 1972. 

d) En effet le choix de réduire la géométrie à un simple chapitre 
de l'algèbre linéaire ne permet pas, par manque de temps, le retour à une géométrie des 
figures qui serait alors dans une démarche idéale "une reconstruction" de la géométrie 
euclidienne. Pourtant c'est ainsi que l'on pratique dans l'enseignement supérieur en MGP ( 
puis en DEUG }), mais au Lycée l'élève n'a pas d'expériences suffisantes pour faire les 
synthèses successives : espace vectoriel, algèbre linéaire, géométrie affine, géométrie 
métrique, et enfin retour à la géométrie élémentaire. Les problématiques, tel le sujet de 
baccalauréat donné à Nice, montre la suprématie de l'algèbre linéaire et l'éviction de la 
géométrie des figures. 

Selon les fondateurs de ce programme l'histoire de la géométrie élémentaire est achevée, et 
c'est exact, son rôle dans la recherche fondamentale est terminé ; alors pourquoi l'enseigner 
encore au Collège et au Lycée ? La méthode hilbertienne doit s'imposer partout. Alors 
qu'Hilbert lui-même avait reconnu, parallèlement à la méthode axiomatique l'existence et la 
validité d'une recherche empirique, toute trace de rapport à la réalité physique est éliminée 
dans ce programme de 1972. L'excès est évident : c'est une des raisons de l'échec de la 
réforme. 

La quasi-disparition de la géométrie élémentaire a créé des lacunes dans la formation 
des lycéens. L'apprentissage du raisonnement déductif dès le collège, la perception de l'espace 
ordinaire, l'habitude de créer des images mentales sont des domaines qui ont été touché. Et le 
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bilan ne s'équilibre pas : l'usage de l'intuition tirée de la figure dans la recherche des 
problèmes de toute nature est aussi affecté. 

f) En terminale (T.C. et T.E.), l'importance prise par le cours 
magistral nécessaire à l'exposé des théories déséquilibre la part de l'activité des élèves. Le 
champ des recherches se restreint pour l'élève en comparaison avec l'époque précédente. Le 
caractère monotone et répétitif des problématiques souvent basées sur l'étude des structures 
d'ensembles abstraits comme les espaces de fonctions appauvrit la recherche des élèves. En 
d'autres termes, au Collège comme au Lycée, les problèmes posés consistent essentiellement à 
étudier les structures pour elles-mêmes ; sans montrer leur utilité pour résoudre des questions 
posées par l'étude des figures de la géométrie. 

On évoque aussi avec justesse l'excès de la généralisation de ces méthodes formelles à 
tous les ordres d'enseignements et dans la plupart des disciplines, de la maternelle à 
l'université. Ceux des élèves attirés par des considérations plus concrètes sont ainsi éliminés 
non seulement des filières scientifiques, mais aussi des études supérieures les plus nobles. Dès 
cette époque l'échec scolaire est assimilé à l'échec en mathématiques. Elles deviennent ainsi 
un instrument de la sélection. C'est très grave d'un point de vue social et c'est très lourd à 
porter par les enseignants de mathématiques ; ils deviendront la cible privilégiée de leurs 
collègues des autres disciplines. 
Ainsi la série D depuis 1947 préparant les élèves aux études en rapport avec les sciences de la 
vie et de la terre sera considérée dès cette époque comme "moins noble" que les séries C ou 
E. C'est absurde et dénoncé par certains, cependant aucune autorité n'arrive à imposer le 
Baccalauréat D pour les études de médecine comme cela existe dans certains pays européens 
dont l'Espagne. Après plus de trente années et des changements de programmes rectificatifs, 
les mathématiques et la série S (scientifique), demeurent en 2009, un instrument de sélection. 
Ces arguments sont encore utilisés de nos jours au début du troisième millénaire pour réduire 
l'enseignement des mathématiques au Lycée. 
Il est évident que la réforme suivante des programmes en 1981 en seconde se fera en 
opposition aux mathématiques modernes, et s'appellera "la contre-réforme". En géométrie la 
véritable rupture aura lieu lors de l'application du programme de 1985 en terminale. 
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CHAPITRE V LA CONTRE REFORME DES ANNEES 


80 


I L'abandon nécessaire de la réforme de 70. 

Se rapprocher au Lycée des mathématiques de son temps avec le soucis d'une efficacité 
pédagogique est une nécessité à chaque époque. La réforme des "mathématiques modernes" a 
des aspects positifs. Prenons l'exemple de la structure de groupe : en géométrie, comme il a 
été montré pour le triangle équilatéral, elle permet une recherche exhaustive des isométries 
qui conservent une figure donnée et par suite de découvrir de montrer de nouvelles propriétés 
de la figure. Alors pourquoi a-t-il été nécessaire d'abandonner tous les apports de la réforme 
de 1970 ? Les ruptures en France sont souvent radicales, il est vrai que les raisons ne 
manquent pas en l'occurrence. 


L'emploi dès l'Ecole Primaire et jusqu'au Lycée d'un langage formalisé, 
donc d'une syntaxe difficile, est un obstacle à la compréhension du plus 
grand nombre. La liste des termes techniques est trop longue pour être 
citée. En conséquence, ce qui, dans l'esprit des concepteurs, devait rendre 
les mathématiques accessibles à tous, provoque l'effet inverse. 

La mise au rancart de la géométrie euclidienne et ceci dès le collège aura 
des conséquences durables. La figure va perdre son rôle jusqu'à présent 
premier ; dans le même temps l'élève lambda perdra parfois la faculté 
d'appréhender l'espace, de créer des images mentales qui auraient pu 
l'aider, dans des études plus théoriques après le baccalauréat. Rappelons 
que depuis 1902 et jusqu'en 1970, si "la géométrie élémentaire" est peu 
étudiée à l'université, à l'exception des préparations aux concours du 
CAPES et de l'Agrégation, par contre au Collège et au Lycée la 
géométrie élémentaire dans la tradition euclidienne est un terrain privilégié 
pour l'apprentissage du raisonnement déductif, par l'absurde, par 
disjonction des cas, et l'analyse-synthèse. Depuis le début du siècle, placés 
dans la continuité d'une pratique commencée systématiquement dès la 
classe de 6°, les problèmes de géométrie donnent à l'élève l'habitude de la 
recherche et le plaisir de "trouver", en exerçant à la fois son intuition à 
partir des figures et sa rigueur logique à partir d'outils simples comme les 
cas d'égalité des triangles en 6°, les cas de similitudes des triangles en 3°, 
et les transformations ponctuelles dès la seconde. Ainsi lorsqu'ils arrivent à 
la faculté ou en classe préparatoire, la formalisation et les démonstrations 
d'analyse ne posent aucun problème aux jeunes étudiants. Sur ce point "sa 
tête est bien faite". 

Par contre, l'application du programme de 70 conduira certains élèves, peu 
doués pour une grande abstraction, à rencontrer des difficultés dans la 
construction du raisonnement déductif. Par suite leurs capacités à 
pratiquer les démonstrations après le baccalauréat commenceront à être 
affectées dès cette époque ; et la nécessité même de la démonstration va 
devenir moins évidente, voir inutile. Nous le constaterons dans les 10 
années suivantes. 

Revenons en Analyse sur le développement de l'intégrale de Riemann 
citée dans le document 4 (Chapitre IV) qui prenait 4 ou 5 heures avec très 
souvent, in fine, l'échec du sens. Ceci montre à souhait que la place du 
cours magistral au Lycée est devenue trop importante, et par suite l'activité 
de l'élève réduite d'autant. Qui plus est, le champ de cette activité se réduit 
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souvent à des problèmes récurrents de structures. Les sciences utilisatrices 
des mathématiques comme la Physique ne peuvent plus utiliser les outils 
les plus simples et sont dans l'obligation d'apporter eux-mêmes aux élèves 
"leurs mathématiques adaptées" à leurs besoins propres. 

e Des contenus exagérément formels, conjugués avec le comportement 
souvent excessif des enseignants dans la pratique de ces concepts en 
classe, conduisent les "mathématiques modernes" à un principe réducteur 
et inadéquat pour des lycéens : « l'objet de ces mathématiques se trouve 
uniquement en elles-mêmes ». L'élève perd progressivement les véritables 
occasions et par suite le goût de "chercher" et la confrontation avec le réel. 
Les parents d'élèves, dont certains n'hésitent pas à se former pour aider 
leurs enfants, vont eux aussi "déchanter" devant le peu d'impact de ces 
mathématiques dont certains grands physiciens, des prix Nobel, 
dénoncent, via les médias de l'époque, l'inutilité et les perversions. 


II Le contexte et l'esprit de la ‘'contre réforme des années 80". 

Avec le temps, tous les points négatifs développés dans le paragraphes précédent deviennent 
évidents à une majorité d'enseignants. Pourtant nous continuons, emprisonnés dans nos 
"structures", à "assurer" cet enseignement. À ce sujet, si les structures sont conservatrices, 
qu’en est-il des enseignants? En effet, il est de bon ton de qualifier de ” conservateur " le 
milieu enseignant. S'il faut bien admettre la frilosité de certains milieux syndicaux devant 
toute réforme qui toucherait "aux avantages acquis", ce qualificatif de conservateur devient 
un argument des gouvernements pour faire passer des réformettes qui sont à budget constant 
ou en diminution. Ce terme est-il vraiment justifié en mathématiques et à cette occasion ? Ce 
serait faire fi de l'énorme effort accompli par beaucoup d'enseignants dans les IREM ou par 
leurs propres moyens pour s'adapter à une réforme aussi radicale. D'ailleurs les changements 
se succéderont sans discontinuer jusqu'en 1998, date de la fin de notre étude. Précisons que le 
budget pour la formation continue des maîtres au Collège et au Lycée est très loin d'atteindre 
en proportion les sommes retenues dans les entreprises et il s'agit souvent d'enseignants qui 
continuent à se former bénévolement. 

Ceci n'empêchera pas que dans la période des années 70-80 ; le doute puis parfois la franche 
opposition s'installent chez de nombreux enseignants. Il n'y pas unanimité : il faut noter que 
pour certains professeurs de Math-sup et Math-spé ces programmes, appliqués avec les 
meilleurs élèves, sont bien venus. Mais dans le secondaire c'est en réaction aux 
"mathématiques modernes" que les choses vont changer. 

Citons les principaux acteurs de ce changement. L'APMEP qui dès 72-73 a proposé des 
aménagements de programmes en 4° et 3° et continue au fil des ans la recherche d'un 
changement : le climat de rejet de la réforme des mathématiques modernes au Collège 
demeure très fort, en particulier car les populations d'élèves y sont plus hétérogènes qu'au 
Lycée. 

Les IREM, il y en a à l'époque 25 en France, pourtant créées pour aider à la réalisation de la 
réforme de 1970, entrent progressivement en opposition au cours de la décennie. Des groupes 
de travail se forment autour de certains universitaires, pour trouver une voie nouvelle. La 
synthèse de leurs travaux est faite au sein des commissions inter-irem comme celles de 
géométrie et d'analyse, qui se réunissent à Paris deux ou trois fois l'an. En particulier, citons 
les commissions d'Analyse et d'Epistémologie dont les travaux vont être déterminant pour la 
contre réforme. 

Ce changement éliminera en deux étapes, les réformes appliquées en 1983 puis en 1986 en 
TC et TE, tout ce qui caractérisait la réforme de 1970. Suivant la tradition en France, encore 
une fois "le retour de balancier" sera excessif. 
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a) Dans les années 1980, les politiques ont la volonté de démocratiser le 
savoir, en réalisant l'ouverture du Lycée au plus grand nombre. Cette orientation sera encore 
renforcée pendant les années 90. L'objectif déclaré du pouvoir politique est d'amener 80% 
d'une classe d'âge au niveau du baccalauréat. Dès 1981 la restructuration des Lycées se 
réalise par la création de "la seconde indifférenciée" qui se substitue aux secondes A, C et E. 
Désormais, tous les élèves commencent le cycle du Lycée dans une seconde où les disciplines 
essentielles sont à parité de coefficient. Cette année scolaire qui suit la sortie du Collège est 
une année de transition et d'observation qui reporte à l'année suivante, en classe de première, 
le choix d'une orientation vers les voies scientifiques, techniques, économiques ou littéraires. 


b) Après l'échec du "structuralisme," les théories constructivistes! de 
l'apprentissage mettent l'activité de l'élève au premier plan. On dira que l'élève est "au centre 
du système”. Le moment est opportun pour corriger les excès d'une période où son initiative 
était réduite. Il apparaît légitime de rendre l'enseignement plus proche des élèves et plus apte 
à résoudre des problèmes en relation avec le monde dans lequel nous vivons. Cependant la 
tentation est grande dans ce contexte de réduire l'enseignement des mathématiques à 
seulement ” une forme d'apprentissage". Nous verrons au cours des années suivantes si cet 
écueil a été évité. 

Si les mathématiques sont utiles dans d'autres domaines comme le calcul des probabilités, les 
statistiques, la Physique, la Chimie, ne faut-il pas les enseigner en tenant compte de ces 
obligations ? Notons que ceci ouvre un débat de fond sur les contenus et leurs motivations : 
doit-on se limiter à la fonction de simple prestataire de services comme le souhaitent 
souvent les acteurs des sciences expérimentales, ou faut-il continuer à défendre un savoir dont 
le caractère universel est unique, et qui, en occident, a participé à la naissance de notre 
civilisation à partir de la Grèce antique ? Ces deux points de vue ne sont pas nécessairement 
contradictoires. 
A partir des programmes de 1983, les structures algébriques et l’algèbre linéaire disparaissent 
progressivement jusqu'à s'effacer complètement en 1986 ; elles cèdent la place à un 
programme très important et bien construit en Analyse. 
La grande évolution en analyse réside dans un rééquilibrage entre le quantitatif, c'est à dire 
l'approximation, le calcul approché, et le qualitatif dominant de la réforme de 1970. Ce terme 
de "qualitatif" recouvre ici tout ce qui est de l'ordre du langage et du raisonnement discursif 
comme les définitions ou le développement des démonstrations. Dans cet ordre d'idées, le 
groupe Inter-Irem d'Analyse, a réalisé à partir de 1976, à l'Irem de Marseille notamment, un 
projet remarquable, complet et cohérent sous la direction du professeur J-L. Ovaert. 
La publication d' "Analyse 1", en 78 et la revue du groupe Inter-[rem "” Analyse, n° XX" de 
1981 montrent clairement que la plupart des objectifs de ce groupe de travail vont se réaliser 
dans les programmes publiés en 1982. 
Pour les inspirateurs des nouveaux programmes, il s'agit à l'origine de rétablir la primauté de 
la recherche des problèmes à la suite d'une période où le cours magistral a tenu une place 
exagérée ; la démonstration demeure présente. Je pense que ces objectifs seront déformés 
progressivement dans la pratique des années 85-98. On constateras alors la mise en place d'un 
certain ‘"activisme" dont l'élève est le sujet, notamment avec le triptyque : activités 
préparatoires, énoncés des définitions et propriétés le plus en plus souvent admises sans 
démonstration et enfin les travaux pratiques où l'élève applique ces propriétés. 

c) L'époque est marquée par l'apparition des calculatrices programmables 
performantes et relativement bon marché. La formule “"majorer, minorer, encadrer"? est 
désormais rendue possible au Lycée. Les séquences programmées sur ces machines ouvrent 


! Ne pas confondre avec le mouvement artistique qui porte le même nom en peinture et en musique dans les années 1920. 
? Assertion attribuée à J. Dieudonné. 
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un champ nouveau d'activités : citons le calcul approché des zéros de fonctions par des 
méthodes comme la dichotomie, le point fixe et les suites récurrentes ou la méthode des 
tangentes, enfin les calculs approchés d'intégrales. Ces mathématiques algorithmiques, qui 
existaient déjà dans les programmes de 1902', mais que la durée des calculs rendait 
exceptionnelles au Lycée, sont désormais possibles par l'usage des calculatrices. De plus ces 
activités s'insèrent parfaitement dans le cadre des théories "constructivistes”. Les travaux du 
psychopédagogue Jérome Bruner” s'appliquent de façon pertinente dans ce contexte. 
Schématiquement, ce dernier préconise trois étapes dans les apprentissages : le stade 
iconographique (un tracé de courbe par exemple) suivi du stage manipulatoire (le calcul ici en 
analyse) et enfin le stade formel ( la démonstration). Cette procédure est mise à profit par les 
promoteurs” de la contre réforme pour justifier et expliquer avec plus de force leur projet. 
Pour avoir utilisé ces méthodes, je les considère cohérentes et efficaces : les deux premiers 
stades permettent à l'élève d'exercer son intuition sur des activités empiriques, de faire des 
conjectures, et dans le même temps justifient la nécessité du dernier stade formel, celui de la 
démonstration. Nous verrons qu'au fil des années, le stade formel, qui donne sa légitimité à la 
méthode sera progressivement écarté pour des raisons que nous préciserons lors de l'étude de 
la dernière période après 1990. 

d) Le pouvoir politique nouvellement en place en 1981 est clairement 
favorable à un élargissement du lycée au plus grand nombre. Il soutient donc les projets de 
contre-réforme qui s'opposent au programme de 70 considéré comme "sélectif" car basé 
abusivement sur l'axiomatique et l'abstraction. La légitime démocratisation des Lycées, qui 
devient un objectif prioritaire à compter des années 85/90, permettra-t-elle, dans le même 
temps, l'éclosion d'une élite scientifique élargie dont le pays a besoin ? Nous essayerons de 
suivre la question au fil des années. 


! Par exemple dans le calcul de la circonférence du cercle par la méthode des polygones.(cf Chap.) 
http://www.limousin.iufm.fr/formationinitiale/1d/premiere_annee/bruner/BRUNER.pdf 

$ On trouve l'application des travaux de Bruner dans les conférences données à l'époque par Daniel Riesz.( auteur avec JL Oveart de 

Fragments d'histoire des mathématiques - n° I - brochure n° 41 ,A.P.M.E.P. - Association des Professeurs de Mathématiques de ! 

Enseignement Public, 1981) 
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1° PARTIE : L’ANALYSE DANS LES ANNEES 80 


Les programmes de terminale C et E puis S subiront en 14 années cinq renouvellements en 
83, 86, 91, 94 et 97 ; avec à chaque édition une publication complète des textes au B.0. de 
l'éducation nationale accompagnés de commentaires officiels. Les contenus en analyse 
dérivent pour ces cinq versions du programme de celui de 1983. Pour des raisons de 
concision, à partir de 1986, je ne donnerai que des extraits significatifs des changements. 

En 1981, dès la classe de seconde, les suites numériques et l'étude de certaines fonctions au 
voisinage de zéro sont abordées. En première S et E, la notion de limite est toujours définie en 
€, N, mais seulement au point zéro ; des majorations permettent l'étude de la limite d'une 


fonction f en un point à £ 0. 
Voici le texte officiel sur ce point. 


"L'étude des limites exige des définitions : une seule, celle de la limite 0, a besoin d'être explicitée en (E,N) 
ou en (e,1) ; il suffit ensuite, sans manquer à la rigueur, d'employer des majorations et de recourir aux 
théorèmes (admis) de stabilité. Encore faut-il qu'à travers l'étude de nombreuses situations on accède 
progressivement aux motivations de la définition en (£,n) de la limite Ô ; on évitera l'emploi systématique 
de cette formulation au niveau du cours comme à celui des exercices." 


La dérivée est définie de même en termes de développement limité. 

Le programme de terminale précisé par un arrêté de 1982 et appliqué à la rentrée de 1983 sera 
suivi par un nouveau texte publié au B.O le 11 septembre 1986. 

En 1986, les changements sont modestes en analyse. Les statistiques apparues en 1982 sont 
supprimées dans le texte de 1986 et remplacées par des éléments de calcul des probabilités. 
Les suitesu,,, = au, +bu,_,, les développements limités des fonctions d'ordre supérieur à 1 et 


l'étude des variations des fonctions définies par x— ff (t)dt ne sont plus au programme 


en 1986. 

Les rédacteurs sont soucieux d'éviter les excès et les dépassements du passé récent ; les textes 
sont donc beaucoup plus "dirigistes". Une rubrique "travaux pratiques", précisant les 
problématiques devant être abordées et marquant le primat des problèmes sur le cours 
accompagne chaque chapitre. Une présentation des textes officiels en deux colonnes donne 
les contenus dans la première et la seconde faisant face précise les conditions du 
développement de chaque item. Pour la décennie 80, je donne donc le texte complet du 
programme d'analyse de 1982 et seulement un extrait de celui de 1986 sur les suites 
numériques. 
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I Programme officiel d'analyse de 1982, appliqué en 1983 en terminale. 


CLASSES TERMINALES C ET E 
RROGRAMME - 


Le programme est commun aux classes Terminales CetE. 
L'horaire hebdomadaire est de 9 heures (8 +1). 


Comme dans les classes précédentes, de nombreuses activités sont indispensables ; c'est uniquement 
pour éviter des difficultés d'interprétation au baccalauréat que le choix des thèmes est laissé à l'entière initiative 
des professeurs : aucune liste indicative n'est proposée. 

On continuera à utiliser largement les calculatrices. 


L'élève a acquis en Première scientifique un bagage important, qu'on aura soin d'investir dès le début 
de l’année dans des directions variées. Le professeur de Terminale dispose de l’ensemble des connaissances de 
Première, démontrées ou admises. 


Dans le texte du programme la mention « énoncé admis » ou « on admettra » désigne une proposition 
pour laquelle le professeur décidera de l'opportunité d'une démonstration, étant entendu que celle-ci n'est 
pas exigible au baccalauréat mais qu'en tout état de cause la signification de l'énoncé, sa portée, ses applications 
seront mises en évidence. 


Les autres propositions seront, bien entendu, démontrées. 


Les élèves ont été, en Première, initiés à des structures. L'étude de celles-ci n'a pas à être développée 
pour elle-même ; il s’agit cependant de pouvoir disposer, dans l'étude par exemple des nombres complexes 
où de la fonction exponentielle, du langage approprié. Le professeur donnera donc au moment convenable 
la définition d'un corps commutatif, sans en apporter d'autre exemple que R, ©, ©, ainsi que les définitions 
d'un groupe, d'un sous-groupe, d’un morphisme de groupes. 


I. SUITES NUMERIQUES 


a} Propriété fondamentale {qu'il est hors de question de démontrer) : toute suite croissante et majorée 
(resp. décroissante et minorés} est convergente. 

Compléments sur les suites convergentes : la composée d'une suite de limite / par une fonction f continue 
au point / admet f f/} pour limite. 

b} Suite divergeant vers +0 (resp. — œ) ; stabilité du comportement d'une telle suite par addition d'une 
suite bornée, et par multiplication par une suite admettant un minorant strictemënt positif (énoncés admis}. 

Etude des suites 7n+-—+añ et nt n®, Croissance comparée. 

c) Suites récurrentes : 


Exemples d'études de suites vérifiant une relation Uy+, —f {u,) ; 
Exemples de recherche de suites vérifiant une relation : 


. Unes — Un Fous 


dahs laquelle a, b sont des réels donnés, ou une relation : 
Un Un —P (n) 


dans laquelle P est un polynôme. On prendra certains de ces exemples dans des situations évolutives en économie 
ou en biologie. 


11. FONCTIONS NUMERIQUES 


Dans les énoncés et les démonstrations on continuera de se placer dans des hypothèses de bonne sécurité 
sans en rechercher de plus fines. Comme dans les classes précédentes les exemples d'études de fonctions seront 
nombreux et variés, et on entretiendra l'habitude de la représentation graphique, car celle-ci joue un rôle impor- 
tant dans la description du comportement ; une indication d'allure peut suffire pour exprimer un aspect quali- 
tatif, un tracé soigné est nécessaire lorsqu'on passe aux aspects quantitatifs. 


a} Fonction logarithme népérien x+— /n x ; elle sera présentée le plus tôt possible, en exploitant l’acquis 
de Première. La fonction logarithme décimal x ++ log x sera introduite en vue du calcul numérique, 


b} Compléments sur la continuité et les limites. Composée d’une fonction de limite / par une fonction 
continue au point /. | , 
i 


Su de 
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Si une fonction est croissante sur un intervalle ]a, b[ (a <b) et si elle est majorée, alors elle admet une 
limite au point b (énoncé admis). 


Fonction tendant vers +co (resp. — o<) ; stabilité du comportement d'une telle fonction par addition 
d'une fonction bornée, et par multiplication par une fonction admettant un minorant strictement positif (énon- 
cés admis). É + 

c} Propriétés des fonctions continues sur un intervalle (fermé ou non, borné ou non) : on donnera les 
trois propriétés fondamentales suivantes, qu'il est hors de question de démontrer : 

L'image continue d’un intervalle est un intervalle ; 

L'image continue d'un segment est un segment ; 

Une application continue et strictement monotone d’un intervalle sur un autre admet une application 
réciproque, qui est continue et strictement monotone. 


d} Compléments sur le calcul des dérivées : dérivée d'une application composée, d’une application réci- 

proque : cas de x +—»1/x. 
2 
f 
Dérivées successives. On donnera les notations Ka des dérivées, mais la notion de différentiele 
x, dx 

est en dehors du programme. 

En vue des utilisations en sciences physiques ; définition et notation des applications dérivées partielles 
d'une application numérique de deux ou trois variables réelles. 


En se référant aux propriétés, vues en Première, liant le signe de la dérivée et le sens de variation, on déve- 
loppera sur de nombreux exemples l'étude d'une fonction : sens de variation, signe, extremums, et ses applica- 
tions à la résolution d'équations et d'inéquations. 


Exemples de comportement asymptotique d'une fonction, aspect graphique (courbes « asymptotes », 
y =f{x) et y =g {x}, la différence f {x} — g {x} tendant vers O quand x tend vers + co ou vers — ce). 


e} Fonction exponentielle x+—+>exp x (il est souhaitable d'aborder cette fonction dès la présentation 
des applications réciproques). 


Notations e*, uv. 

Fonctions xt ax etxt—> x, 

Croissance comparée des fonctions x+— /n x, x x% x+— exp x. 
On s'attachera à obtenir, pour Œ 2 0, les résultats suivants : 


< 


n x 
lim —=0,limx® /nx=0, lim =0, limlx(@, exp. x =0. 
Xxr+e X :X»0 X-++œ EXP X Xe 


Exemples ‘de dérivées de fonctions composées des types /n f, exp f, f4 (Les élèves devront savoir recon- 
naître sur des exemples simples, dans la recherche des primitives, les dérivées de telles fonctions.) 

f} Exemples de développements limités au voisinage de 0 : on se bornera à donner la définition d’un 
développement limité, on établira, jusqu'à leur troisième terme non nul, les développements limités de : 


XHR COS X, XI—Hsinx, XI—rexpx, xt int +x)l x +x 


Utilisation de développements limités dans la recherche de limites. (Au baccalauréat on indiquera la 
marche à suivre dans le cas de fonctions ne se ramenant pas directement à celles qui sont citées ci-dessus.) 


Sont hors du programme : les notations de Landau, la notion d’équivalent (pour les suites comme pour 
les fonctions) ainsi que toute étude systématique des opérations sur les développements limités. 


g} Accroissements finis : 
: Enoncé sans démonstration du théorème de Rolle ; interprétation géométrique. 
Pour une fonction f continue sur [ a, b], dérivable sur ]a, b[ : 
Si la fonction dérivée f” a $es valeurs comprises entre des réels m et M, alors on a 
f{b) —f {a} 
ME —— 


<M 
b—a de 


Si la fonction dérivée f’ admet au point a une limite /, alors on a également 


f(x) —f{(a) 
EEE 


x+3a X—a 


—/. Extension à une limite infinie. 


IV. CALCUL INTEGRAL 


a) Intégrale d'une fonction continue : 

Il est recommandé d'adopter la définition suivante : 

Soit une application continue d'un intervalle ! de IR dans. 
Es K de 
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On a admis, en Première, que f possède des primitives sur |, et que deux quelconques d'entre elles dif- 
fêrent par une constante. 
IL en résulte que, pour tout {2, b} € 12, le réel F fb) — F (a} est indépendant du choix de la primitive F ; 


b ” « 
on le note Î f (t) dt et on l'appelle intégrale, de a à b, de la fonction continue f. 
a 


x 

En d'autres termes, x ++ [ f (t} dt est donc l'unique primitive de f sur | qui prend la valeur O au 

point a. a 
On traitera les questions suivantes : 
Relation de Chasies (additivité par rapport aux intervalles) : 
Linéarité par rapport aux fonctions ; 


b 
Positivité : sia <b et fZ0, alors ft) dt 0 : 
a 


Inégalité de la moyenne, valeur moyenne ; 

Changements de variable affines ; 

Intégration par parties. x 

Exemples d'étude d'une fonction de la forme x ++ f {t} dt, où f n'a pas de primitive explicitée. 
a 


b} Obtention d'une valeur approchée d'une intégrale : on exposera seulement la méthode des rectan- 
gles, avec majoration du reste ; on en déduira une interprétation de la valeur moyenne d'une fonction comme 
limite d'une suite. 

c) Application du calcul intégral à l'évaluation, dans le plan rapporté à un repère orthogonal, de l'aire 
de la partie définie par : 


a <x Kb : 
, où f est une fonction continue et positive sur [ a, b]. 

o y KF(x) 

d} Sans théorie générale : autres applications géométriques, mécaniques, physiques, du calcul intégral ; 
exemples de calcul d'un volume, d'une masse, d’un moment d'inertie. 

{Ce paragraphe d} ne fera l’objet d'aucune question de mathématiques au baccalauréat.) 


e) Résolution des équations différentielles linéaires homogènes à coefficients constants du premier et 
du second ordre. 

On prouvera dans chaque cas l'existence et l'unicité de la solution vérifiant des « conditions initiales » 
données. 

L'alinéa ci-dessous ne fera l’objet d'aucune question de mathématiques au baccalauréat. 

Sur des exemples numériques, résolution d'une équation différentielle à coefficients constants de la forme 
y"+hy!+ky =a cos (w x — w). 


IV. FONCTIONS VECTORIELLES ET CINEMATIQUE 


a} Fonction vectorielle d'une variable réelle : l'espace d'arrivée est IR? ou MR, ou encore € identifié 
à IR2. Les définitions et les démonstrations seront données à l’aide des coordonnées. 

Dérivée d'une fonction vectorielle. Dérivée d'une somme, d’un produit # Ÿ (où ÿ et y sont respectivement 
à valeurs vectorielles et réelles), d'un produit scalaire, d'un produit vectoriel. Dérivée de la norme d'une fonction 
vectorielle. 

b} Exemples simples de construction d'une courbe plane définie par une représentation paramétrique. 
(Toute étude de points singuliers ou de branches infinies est hors du programme.) 

ec} Cinématique du point. Trajectoire. Vecteur vitesse, vecteur accélération. Mouvement accéléré, mou- 
vement retardé. 

Mouvements rectilignes, circulaires ; mouvement circulaire uniforme, oscillateur harmonique (à support 
rectiligne). 

(Au baccalauréat on se limitera à des mouvements dans le plan.) 
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nn II Programme d'analyse en 1986 
Pour témoigner du programme officiel de 1986 en analyse, je joins les objectifs généraux du 
programme et uniquement le détail du programme sur les suites. 


liL Obiec….. généraux des programmss 
C, D, Le 8 


1. Les représentations graphiques doivent tenir une 
place très importante dans l'ensemble des parties du 
programme. Outre leur intérêt propre, elles permettent 
de donner un contenu intuitif et concret aux objets mathé- 
matiques étudiés ; leur mise en Œuvre développe aussi 
les qualités de soin et de précision et met l'accent sur 
des réalisations combinant une compétence manuelle et 
une réflexion théorique. 


2. Les problèmes et méthodes numériques figurant dans 
les différentes parties du programme doivent être lar- 
gement exploités : üs jouent un rôle essentiel dans la 
compréhension de nombreuses notions mathématiques 
et dans les différents secteurs d'intervention des mathé- 
matiques ; ils permettent aussi d'entraîner les élèves 
à combiner lexpérimentation ét le raisonnement en 


mathématiques et concourent au développement des qua- 


lités de soin et de rigueur. L'emploi systématique des 
calculatrices vient renforcer les possibilités d'étude de 
ces questions, aussi bien pour effectuer des calculs que 
pour vérifier des résultats où alimenter le travail de 
recherche. 


l convient en outre de mettre en valeur les aspects algo- 
rithmiques des méthodes et des résultats indiqués par 
le programme (approximation d'un nombre à l'aide de 
suites, recherche de solutions approchées d'une équa- 
tion numérique, calcul de valeurs approchées d’une inté- 
grale, représentation graphique d'objets définis géomé- 


triquement ou analytiquement, résoiution de systèmes 
linéaires, …). On explicitera ce type de démarche sur 
quelques exemples simples d'algorithmes relatifs à un 
même problème : construction et mise en forme de ces 


.… algorithmes, comparaison de leurs performances ; mais 


aucune connaissance spécifique SUr. Ces questions n'est 
exigible des élèves. | 


3. Les élèves doivent savoir utiliser une ca/culatrice 
scientifique programmable dans les situations liées au 
programme. Un modèle de bas de gamme suffit. Cet 
emploi repose sur les capacités suivantes, qui consti- 
tuent un savoir-faire de base et sont seules exigibles : 


_— Savoir utiliser es touches des fonctions qui figurent 
au programme , 


— Savoir programmer le calcul des valeurs d'une fonc- 
tion d'une variable permis par ces touches ; 


+ — Savoir programmer le calcul du nière terme d'une 


suite définie par une relation de récurrence u,,, {= f(u,,) 
et.une condition initiale. 


à. L'impact de l'informatique doit être progressivement 
pris en compte : la mise en valeur des aspects algorith- 
miques et l'emploi des calculatrices programmables ont 
été évoqués ci-dessus ; il convient aussi d'utiliser les 
matériels informatiques existant dans Îes établissements 
et d'habituer les élèves, sur des exemples simples, à 


‘rédiger des programmes de manière méthodique, mais 


aucune capacité n'est exigible des élèves dans ce : 
domaine. 


5. L'enseignement des mathématiques est à relier à celui 
des autres disciplines sous deux aspects principaux : 
organisation concertée des activités d'enseignement ; 
étude de situations issues de ces disciplines, compre- 
nant une phase de mathématisation et une phase d'inter- 
prétation des résultats (ls programme fournit quelques 
repères à ce sujet). En ce domaine, toutes les indica- 
tions nécessaires doivent être données aux élèves et les 
seules capacités exigibles sont celles qui figurent expli- 
citement au programme de mathématiques. 


De même, il convient de mettre en valeur le contenu cul- 
turel des mathématiques ; en particulier, l'introduction 
d’une perspective historique peut permettre aux élèves 
de mieux saisir le sens et la portée des nations et des 
problèmes étudiés. ét de mieux comprendre les res- 
sorts du développement scientifique. 


6. Les capacités d’expérimentation et de raisonnement, 
d'imagination et d'analyse critique, loin d'être incom- 
patibles, doivent être développées de pair : formuler un 
problème, conjecturer un résultat, expérimenter sur des 
exemples, mettre en œuvre des outils théoriques, met- 
tre en forme une solution, -évaluer la pertinence des 
résultats obtenus-en fonction du probième posé, ne sont 
que des moments différents d'une même activité mathé- 
matique. Dans ce contexte, la clarté et la précision des 
raisonnements, la qualité de l'expression écrite et orale 
constituent des objectifs majeurs. 
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B.0. n° 31 - 14 septembre 1986 


1. Suites numériques Ë 


Le programme se place dans le cadre des suites définies pour tout entier naturel ; on remarquera brièvement 
que les notions et résultats s'étendent sans changement au cas des suites définies à partir d'un certain rang. 
L'étude des opérations sur les suites n’est pas au programme. 


Pour la convergence, le point de vue adopté reste le même qu'en première. Les définitions par (€, N) et (A, N) 
et l'introduction de la droite numérique achevée IR sont hors programme. 


a) Comportement global d'une suite 


Les premiers éléments ont été mis en place en pre- 
mière (croissance, décroissance) ; on ajoutera la défi- 
nition des suites monotones, des suites bornées et des 
suites périodiques. - 


b) Énoncés usuels sur les limites (admis) 
Comparaison : | 

— Si, à partir d'un certain rang, x, > U, et Si 

lim u, = + ,alors lim x, = + ;énoncé analogue 
lorsque x}, UN €t lim y, = —æ. 

— Si, à partir d’un certain rang, [x L|&,. et si 
lim u, = 0, alors lim x, = L: 


— Si, à partir d'un certain rang, xnéynet Si lim x, = L 
et lim y, = L’, alors L&L'; 


— Si, à partir d'un certain rang, u, &x,. <v,, et si 
lim u, = lim v, = L, alors lim x LU! 
Opérations : 

— Limite d’une somme, d’un produit, d'un quotient. 


— Image d’une suite par une fonction : étant donné ” 


une fonction f définie sur un intervalle | et une suite’ 


{un} de points de 1, si lim u, = à {finie ou non) et 
si lim f09 = À (finie ou non), alors lim (un) =À. 
X—ÿ © : ; | 
Convergence de suites monotones : toute suite Crois- 

sante majorée converge. 


c) Suites de référence 


Limite et comparaison des comportements, des suites 
in {n) ; (a), a réet strictément positif ; (n 3, 4 réel. 


Travaux pratiques 


Exemples d'étude du comportement de suites de la 
forme u,, = f{n) (encadrement, monotonie, limite). 


Exemples d'étude du comportement de suites définies 
par une relation u, ,; j = fu), et d'approximation 
d'un point fixe de f à laide d'une telle suite. 


Exemples d'emploi de suites pour l'approximation d'un 
nombre. 


Pour l'étude de la monotonie et l'obtention de majora- 
tions, on entraînera les élèves à exploiter l& variation 
des fonctions, et, sur des exemples simples, le rai- 
sonnement par récurrence. Aucun énoncé général sur 
le comportement des suites du typeu, ,; 3 = f(u,) 
n'est pas au programme. ; 


La signification intuitive dés énoncés de ce paragra- 
phe doit être mise en valeur. L'objectif est d’appren- 
dre aux élèves à les mettre en œuvre sur des exem- 
ptes simples. On évitera en outre de mulitplier les exem- 
ples posés à priori : il convient d'exploiter les situa- 
tions mentionnées dans les travaux pratiques (approxi- 
mation de nombres, problèmes d’évolution..….). 


De manière générale. dans la plupart des situations de 
majorations et d'encadrements intervenant dans le pro- 
gramme d’anatyse, les inégalités larges suffisent ; les 
inégalités strictes doivent être réservées aux cas où 
elles sont indispensables. 


Ces énoncés doivent couvrir d’une part le cas des limi- 
tes finies, d'autres part celui des limites infinies. Toutes 
règle relative à des cas d'indétermination est hors 
programme. 


Bien entendu, cet énoncé, condensé pour faciliter la 
mémorisation, recouvre plusieurs cas qu’ convient de 


distinguer clairement et d'illustrer à l’aide d'exemples. 


On dispose d'un énoncé analogue pour les suites 
décroissantes. ; Fe 


Cette question est à traiter en relation avec l'étude cor- 
respondante pour les fonctions. On enrichit ici le tableau 
des suites de référence introduites en premiére, afin 
d'élargir le champ d'étude du comportement asymp- 
totique des suites. 


Certaines études de comportement asymptotique met- 
tent en jeu des formes indéterminées ; on Se limitera 
à des exemples simples, et, en dehors des cas figu- 


. rant explicitement au programme (comparaison des sui- 


tes de référence), des indications doivent être fournies 
sur la méthode à suivre (emploi d'encadrements, image 
par une fonction, .….). 


Toute étude de ce type de suite devra comporter des 
indications sur la méthode à suivre. Dans le cas de 
l'approximation d'un point fixe oc de f, on soulignera 
l'intérêt (théorique et numérique) d'une inégalité 

Htx) - akJx -œ|.où k<i. 


Sur les exemples étudiés on mettra en évidence difté- 
rentes étapes : construction d'un algorithme d’approxi- 
mation au moyen d’une suite, étude de cette suite, 
obtention de ia précision visée. ; 
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REMARQUE. Un fait marquant, non signalé ci-dessus, est la suppression dès la classe de 
première des définitions de la limite en (£,n) et (A,n,). 

La présentation du texte comporte une rubrique "Travaux Pratiques" indiquant les problèmes 
devant être traités avec les élèves. Enfin les indications de la colonne de droite sont si 
précises qu'elles ne laissent guère d'initiative aux enseignants. Cette précaution, qui va faire 
jurisprudence par la suite, se comprend dans la mesure où par leurs nombres et le caractère 
radical des changements de programme les enseignants sont parfois dans l'embarras des choix 
à faire entre l'essentiel et l'accessoire d'une période à l'autre. 


II Extraits de l'ouvrage "Analyse en TC et TE"' écrit sous la direction de Jean- Louis 
Audirac ; les coauteurs sont les professeurs agrégés : Martine Latanicki, Sylvie Martin, 
Marie-Françoise Le Dantec, Christiane Marmèche, Monique Meinier et Catherine 
Peray. Il et publié chez Magnard en 1983. Je pense personnellement que c'est un des bons 
manuels de cette époque pour les élèves. 


$1 Limite d'une fonction en un point. 
Document 1 (J.L. Audirac, éditions Magnard) 


Définition: 2 
Soit f une fonction définie sur un ensemble D tel que DU{x;} 
contienne un intervalle contenant x, (non réduit à 4x}). 

On dit qu’un réel £ est limite de f au point x, (ou que f(x) tend 
vers € quand x tend vers x,) si et seulement si : 


YEeRŸ, JaeRf,YxeD, (x—x<a — |f(x) —4 <E). 


On admet que si une fonction admet une limite € au point x,, cette limite 
est unique ce qui permet de noter : 


lim f(x)={t ou lim f=£. 
X + ZX X0 
e 
3) Soit f une fonction admettant une limite € en un point x,, si de plus 
cette fonction est définie en x,, on a en appliquant la définition avec 
X=X, : 
VEeR*, |f(x)—4<e. 

Donc : £= f(x). 


4) Si une fonction f admet la limite £ au point X,, Cela signifie qu’on 
peut rendre |f(x)— {| aussi petit que l’on veut, à condition que |x— x; 
soit suffisamment petit ou encore qu’on peut rendre f(x) aussi proche 
que l'on veut de {, à condition que x soit suffisamment proche de x... 
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b) Continuité. 


e Nous avons vu que si une fonction f est définie en un point x, et 
admet une limite en ce point, cette limite est nécessairement f(x,). On 
dit alors que f est continue en x; 


Définition : 
Soit f une fonction définie sur un ensemble D tel que D contienne 
un intervalle contenant x, (non réduit à {x,}). On dit que f est 
continue en x, si et seulement si elle admet une limite en x,, c'est- 
à-dire si et seulement si : 


JEeRY, JaeRŸ. YreD.(lx—x)<a — |f()—f(GI<E). 


REMARQUE 1 
L'auteur, comme dans la plupart des autres manuels, va au-delà des instructions officielles 


(1°C, programme 1982) en traitant la limite en un point quelconque x, avec £ et & ; alors que 
le programme stipule que cette formalisation doit se limiter à l'étude en zéro. La limite en x, 
devait être exprimée en termes de majoration suivis de l'utilisation des théorèmes de stabilité 
dans le style suivant : O<[f(x)—/}<g(x) et limg(x, + h) = 0 entraînent limf(x) =/. 


XX, 


A partir de cette époque on trouvera dans tous les manuels la définition de la limite citée dans 
le document 1du paragraphe précédent; n'excluant pas x,. Elle conduit au $3) de ce document 
à l'assertion : "si f admet une limite en x, et si elle est définie en x, alors elle est 
nécessairement continue en X,." Ainsi pour l'élève de TC, la fonction caractéristique de 
R°n'a pas de limite en zéro. Ce choix!, qui semble uniquement justifié pour la facilité à 
étudier la limite de la composée de deux fonctions, va à l'encontre de l'intuition de l'élève. 
Cette difficulté paraît inutile dans le cadre d'un premier contact avec la notion de limite. Elle 
m'a particulièrement gêné dans mon enseignement à l'epoque. 

Cet extrait montre que l'usage systématique des quantificateurs dans les énoncés perdure au 
delà du programme de 1982 ; on y constate également le caractère très formalisé des 
définitions (ici la continuité) équilibré par une interprétation géométrique au voisinage de 
M, (x,,F(x,)). 

Ces définitions, en vigueur depuis 1962 avec € et &, sont l'occasion d'un type d'exercices 
pratiqués en classe et dont la démarche est la suivante : "Soit une fonction f pour laquelle on 


! Ce choix est mathématiquement cohérent ; pour revenir sur "les bases de filtres", il exprime la limite de f selon la base de voisinages des 


intervalles ouverts centrés comprenant le centre X ; alors que dans les programmes précédents le centre X ,est exclu. 
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a prouvé l'existence d'un réel positif K constant tel que Vx EI, [f(x,) — f(x) < kix, _ x|" à 


prouver la continuité en X, consiste à se donner € > 0 et trouver &. 
: € € 
Si fx-x]<— alors [f(x,)-f(x)|<Ee ; donc a =—. 
k k 


Le caractère répétitif de cette démarche peut donner l'illusion que l'élève de terminale a 
compris le concept de limite ou de continuité ; c'est souvent inexact comme le montre la suite 
de son cursus. J'ai gardé en mémoire un échange entre des enseignants de terminale et des 
universitaires à Lille : " vos élèves n'ont rien compris aux définitions en €, Œ". Il faut 
modérer ces propos en considérant que les meilleurs de nos élèves avaient saisi l'essentiel, 
mais pour la plupart, l'année suivante ils se trouvaient dans une classe préparatoire. Cela dit, 
il faut reconnaître, après les multiples tentatives depuis 1947, que cette voie en €, © n'est pas 
adaptée à la terminale. Je crois par contre qu'il est possible en Terminale scientifique 
de définir la notion de limite en terme de valeur approchée, d’approximation à 10°” dans les 
termes suivants : "désirant une valeur approchée f(x) de / à 10°" près, avec quelle précision 
10"? faut-il approcher x, par x ? ". 


$2 Calcul différentiel en TC. 


Document 2 (Collection Audirac chez Magnard). Les auteurs rappellent les définitions 
posées en Première. Je les cite : a) Développement limité d'ordre 1. 


Définition: On dit qu'une fonction f admet un développement limité d'ordre I au point x,, 
ou est différentiable en x,, s'il existe un réel À et une fonction £ définie sur un intervalle 
ouvert I de centre 0 tels que : 
Vhel. f(x, +h)=f(x,)+Ah+he(h) (1) 
avec lime(h) = 0 


h-—0 


suite du document 2 


2) Il résulte de la définition que si une fonction f admet un 
développement limité d'ordre 1 en x, f est définie dans un intervalle 
ouvert contenant X,. 


3) Si f admet un développement limité d’ordre 1 en x,, f(x,)+Ah est 
une valeur approchée à he ( h} près de f(x, + h) pour h appartenant à I. 


Comme lim £ (h) = 0, le terme h£ (h) est négligeable devant 


h »Ù 


f(xs) + Ah pour h très petit. 


Soit : FRITES FCFA 


| Définition : 


On dit qu’une fonction f est dérivable en x, si et seulement si elle 
est définie dans un intervalle ouvert de centre x, et s’il existe un 
nombre réel A tel que : 
: (x. +h)— f(x 
a im ot) FC), 
h—0 h 
Ce nombre À, lorsqu'il existe, est appelé nombre dérivé de f en x, 
ou plus simplement dérivée de f en x,, et noté f'(x;,). 
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Proposition 1 : 


( continue sur [a, b] (a< b) 


Soit f une fonction à Aérivable sr l& 6] 


et telle que : Yxela, b[, m<f'(x)<M. 
(pb) — 
Alors : m TE en. 
— 4 


L'inégalité ci-dessus est appelée inégalité des accroissements finis. 


Définition : 
On dit qu'une fonction f admet un développement limité d'ordre n 
(ne N) au voisinage de 0 s'il existe des réels a, a,, …., a, et une 
fonction € définie sur un intervalle ouvert I de centre 0 tels que : 


VreL f(x)=a,+a x+..+a,x" +x'e(x) (3) 


avec lim E€e(x)=0. 


x > 0 


Tableau récapitulatif des développements limités. 


ren x *x° . : 
VI+x=1+-—-—+ x Ex) avec lim €(x)=0 
2 8 x +0 
x° x : | 
SN X=xX——+—+x EUX) avec lim £€(x)=0 
31 5! x +0 
x2 | 
cos X=1l——+—+xtE(x) avec lim £(x)=0 
4 J' x 0 
PRE | | 
RORRERS SRE RE EX) avec lim Ee(x)=0 
æ é AU 
x , ; | 
et =l+x+—+ax E(x) avec lim E€ix)=0. 
5 : x 0 
s& pre 


REMARQUE 2. 

La rupture est très nette avec les textes antérieurs. Le choix du quantitatif apparaît dans la 
définition du nombre dérivé donnée en terme de développement limité à l'ordre un ; le 
calcul d'une valeur  approchée de f(x, +hjest possible par la formule 
F(x, + h) = f(x,) + Ah. La définition qualitative du nombre dérivé vient seulement en second 
lieu dans le manuel. Sur cette question l'ouvrage est parfaitement dans l'esprit des 
concepteurs. Bien entendu l'équivalence des deux propriétés est démontrée ensuite. 

Bien que la géométrie des figures" soit partiellement restaurée à partir de 83 puis plus 
nettement en 86, l'analyse est devenue la partie essentielle du programme de terminale, et 
cette fois les calculs approchés, facilités par l'usage des calculatrices, vont rentrer dans la 
pratique quotidienne des élèves. Ce n'était pas le cas jusqu'à cette date. 


! Nous détaillerons ce point lors de la seconde partie consacrée à la géométrie pour constater que ce 
"retour " ne fut pas satisfaisant. 
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Après avoir admis le Théorème de Rolle, le théorème et l'inégalité des accroissements finis 
sont démontrés. L'inégalité des accroissements finis cité dessus est un aussi un outil 
d'approximation utile par exemple à démontrer la convergence des suites récurrentes et 
calculer des valeurs approchées du zéro d'une fonction par une majoration du type 
u,., 1 <klu, —- {| 

Les développements limités au voisinage de zéro, cités ci-dessus, constituent une nouveauté 
en 1983, ils disparaîtront des programmes trois ans plus tard. Il est intéressant de signaler leur 
présence pour montrer combien ce programme d'analyse est ambitieux, notamment pour 
calculer des limites de fonctions. 


$ 3 Les suites récurrentes. 


L'étude des suites numériques, commencée dès la seconde tient une place très importante en 
terminale. Malgré les instructions officielles, dans la plupart des manuels la proposition 
"Ve>0,n,eN,VneN(n>n,=|u,-1|<e)" définit la convergence. L'élève connaît les 
résultats sur la composition d'une suite et d'une fonction continue. 

Voici un exemple de suite récurrente : 


Document 3. (Collection Audirac, édité chez Magnard en 1983) 


Il. Exemples d’études de suites vérifiant une relation 
u... =f(u,) où f est une fonction décroissante. 


1/ fest définie par f(x)=V6— x. 


Étudions la suite définie par : ! 


uo =0 


{ren Uny1 = V6—u, 


a) Montrons par récurrence que : | Ê 


VrelN, O0<u, 6, ce qui prouvera que (u,,) est bien définie sur IN. 


Nous avons u,=0 donc 0Ku,<6. 

Supposons que 0< 4, <6 €t montrons. que 0Ku,,,,<6. 
Il est évident que u,,,, existe et que 0Ku,, ,:. 
Calculons u,,, —6: 


(V6—u,+6)(V6—u,—6) 


LS 6e Ve, 6 
x VE u,+6 
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— 30 — u, 
Un+1—6 a re, 
V6—u, +6 
Or : u,>0, donc u,,,, —6<0. 


D'où pour tout n :0<u, 6. 


b) Représenions graphiquement cette suite. 


Soit F la courbe représentative dans un repère orthonormé (O, 4, j) de 
la fonction f définie sur [0, 6] par f(x)=V6—x (F est un arc de 
parabole.) 

Soit À la droite d’équation y=Xx S le point d’intersection de T et de A. 


A l'aide de la calculatrice, nous obtenons : 
Un =9; u, =2,449; u,=1,884, u,=2,029; u,—=1,993; u,; =2,00: 
u4= 1,999; u,=2,000; ug —1,999;u,,=2,000. 


La suite n’est pas monotone. 


| c) Étudions les variations de (u,,). 


VreIN*, Un+1 Un =f(u,)—f(u,_;) 


Mais f est une fonction décroissante sur [0, 6{, en effet : 


et f(x) <0. 


Vre [O, 6[. f' (x) =—— 
2V6— x 

Donc u,41—4, est du signe de —(u,—u,_,). La suite (u,) n'est 
donc pas monotone. 
Mais si f est décroissante sur [0, 6[, fof est croissante sur [0, 6[. 
(Calculer le taux de variation de fc f pour démontrer cette dernière propriété.) 
VPeIN*, U 542 Uap=(fof)(u;,)—(fof)(u2 D 2). 
D'où: U2,+2— Up 6St du signe de u2,— U3h-3- 

U3h 7 U2p—2 Est du signe de u,,_3— Ua 
Et de proche en proche, nous en déduisons que : 
Ugo p+2 — U, 6St du signe de u; — uo. 
Or u,=1,884; donc u, —u,>0. 
La suite (u,,), cm eSt croissante. 
On montre de même que: u3,+3—U2,+1 est du signe de u;—u:. 
Or u,=2,029; u, =2,449; donc u,— u, <0. 
La suite (u, p+1)penN est décroissante. 


d) Étudions la convergence de {u,,). 


e Si (u,,) converge vers une limite €, la fonction f étant continue sur 
[0, 6], £ est solution de l’équation : €= f(#). 


Soit : : 5 E=V6—£. 

Or (YneN, 0OKu,<6) —> 0KI<6. 

Mais €2=6—£. D'où : {=2. 

Ce raisonnement ne prouve absolument pas la convergence de (u,,). 
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e Considérons la suite (v,,) de terme général v, = u, —2. 


—— V6—u,—2)(V6— 2 
PE ee om mm hé 


À V6—u, +2 
__ 2-4, 
V6—u,+2 


te 1 
Or : V6—u, +222; donc lu, 4 —21<S [2 — u,.|. 


Soit : YreN, les lv 


nl: 


1 
<— |vl. 


On en déduit par récurrence que : YreIN, Pl< 


1 1 
Soit : <<: or lim ——=0. 


PE nu 
D'après le théorème dit des gendarmes, nous en déduisons que : 
lim v,=0. 
n + +oo 
Soit : (u,) converge vers 2. 


Donc : - 

La suite (u,) se décompose en deux sous suites : Pune (4, 2) croissante, 
l’autre (u, ,,,) décroissante; et elle converge vers 2. 

Les suites (u,,) et (u,,4,) sont adjacentes. 


REMARQUE 3. 

La propriété ‘Toute suite croissante et majorée (resp. décroissante et minorée) converge" 
est admise. Soulignons l'importance théorique de cette propriété. En effet, elle permet de 
prouver qu'une suite récurrente définie par u, et u,,, = f(u,), où f est continue, monotone et 
bornée converge vers /= f(/). Cette propriété permet également de définir les suites 
adjacentes et prouver que ‘'des intervalles emboîtés'"' définissent un réel unique. Elle 
permet de démontrer le théorème de Bolzano : " Si f est continue sur [a,b] et f(a)f(b) < 0 alors 
il existe au moins une solution à l'équation f(x) = 0 sur cet intervalle. " Il est également 
possible de "démontrer" la proposition le plus souvent admise dans l'approche d'un Zéro 
d'une fonction : "La dichotomie définit un réel & unique, solution de f(x) = 0 ". C'est donc 
très clairement une assertion qui donne un statut aux nombres réels et qui permet des 
démonstrations dans ce cours d'Analyse. L'inégalité des accroissements finis dans le même 
exercice permet d'approcher / à la précision souhaitée. 

Dans ce document 3, l'auteur, en accord avec l'esprit du programme, réalise l'encadrement : 


VneN*,0< 


Va 


Il : à : | 
<—— qui montre à la fois la convergence de la suite (v,)vers O0, donc 
JA n 
assure la convergence de (u,) vers 2. De plus, cette inégalité permet d'en déduire la rapidité 
1 ue Le : 
de convergence de (u,) en Ta Lorsque la limite sera un nombre irrationnel /, il sera 


possible de calculer une valeur approchée de / avec la précision désirée 10? : l'entier n, le rang 
du terme de la suite étant donné par  -(n-1)In(2) < 10?. Ce type d'exercices algorithmiques 
utilisant la dichotomie, la méthode des tangentes ou le théorème du point fixe, deviendront 
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des classiques pour approcher les zéros d'une équation à solution non rationnelle. Répétons 
qu'ils sont étroitement tributaires au Lycée, en 1983, de l'usage des calculatrices 
programmables qui permettent de calculer les termes consécutifs d'une suite. Ceci est bien 
l'esprit du programme : l'aspect quantitatif de ces procédures doit participer à 
l'acquisition du sens des concepts difficiles de l'analyse. 

Pour ces problèmes, au fil des ans, lors des évaluations au baccalauréat, l'élève sera de plus 
en plus guidé par un énoncé très directif et n'aura pas le choix de la démarche qui conduit à 
l'application du théorème du point fixe. 


Document 4. Partie B d'un sujet de baccalauréat posé en 1987 (Centres étrangers session 
de juin) : 


B) Dans la partie B, on considère la fonction f, telle que : 
2. 1 L 
Cie —-2imx. 


Les questions 1. et 2. srnt indépendantes. 
1. Soit x > 0. : 


: . 
a) Calculer [ In t dt (on pourra utiliser une intégration par parties). 
x “1 
b) Calculer F(x) = | J4(9 dt. 
c) Chercher lim F(x) et donner une interprétation géométrique de 
: x0 
cette limite. 


E Î : E Î t deux 
2. a) Montrer que l'équation f,(x) = 0 possède deux solutions e 
seulement dont l’une x, appartient à [3,4], (on ne demande pas de 
calculer xo ici). 


Montrer que xo = 4/1 + 8 In xo. 


b) Soit @:[3, + of —+ R 
ICI EVIER ER 


Montrer que (x) > 3 et que 0 < p’(x) < 9° 


c) Soit (u,) la suite définie par : 

Uo=3 €t Uri = Qu) = V1+ 8 In (u,). 
Montrer par récurrence que : pour tout n€ N u,>3. 
d) Montrer que : 


4 
pourtout neN [u,+1 — Xol < gum — Xl 


(On appliquera l'inégalité des accroissements Ds 

Montrer. que: pour tout nEëN lu, — Xol < 5 ;: en déduire la 
convergence de (u,). s 

Trouver un entier no tel que |u, — Xol < 10 — 

Calculer une valeur approchée de x à 107 près. 


REMARQUE 14. II s'agit bien d'appliquer un protocole qui ne laisse aucune initiative à 
l'élève, et ne lui permet de prendre conscience de la nécessité des étapes suivies. 
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$4 Calcul intégral 


Définition.: "Si f est continue sur un intervalle I contenant [a,b] et F une primitive de f sur 
1, alors Ffcxdx = F(b)- F(a )est l'intégrale de a à b de la fonction f." 


La réforme de 1983 apporte un changement radical avec le programme de 1972 : la définition 
par les sommes de Riemann est remplacée par la formule initiale fr (x)dx= F(b)-F(a), où F 


est une primitive de f. Si l'on s'en tient là, cette définition cède à la facilité. Bien entendu cette 
définition permet des démonstrations "très simples" sur les propriétés de linéarité et de 
positivité de l'intégrale. Le calcul des primitives fixe le calcul des intégrales possibles en 
terminale. Il m'a paru intéressant de donner un extrait de ce qui caractérise ce programme, sa 
dimension calculatoire. C'est ce qui est fait à propos des calculs approchés d'intégrales. En 
voici un extrait. 

Document 5 ( Collection Jean- Louis Audirac publié chez Magnard) 
On note : 

VpEe{0; 1; ….n} M, y 1) N,(x,, 0) 

ÿp et0; MH J, (x f(Xp+1)) 

Vre{l;,2;..n) 1e MS Le 


(Xp+1) 


Sn par exemple f croissante sur [a, b]; S est alors comprise entre 
somme aires 
on 1. . No Mlp+1 Nh+1 et Si somme des 
a 8 PP “p+i K;, +1: 


b— 
Se (fo) + LC) ++ fa) 


û È— 
Soit : = (x) ++ f(x) 


et: S,<S<SF. 


On déduit l'égalité ci-dessous : 
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b— 
Si —S,=— (f(b)—f(a)l 


Calcul approché d'intégrales 


: méthodes des rectangles Collection Jean- Louis Audirac 


publié chez Magnard Dans l'extrait ci-dessous sur la méthode des rectangles, f est 
continue, positive est monotone sur [a, b]. Cette fois les subdivisions de [a,b] sont 


régulières. 


Exemples. d 
LI 

1) Calculons des valeurs approchées de | et”? dt en divisant 
(Ù 

l'intervalle [0, 1} en 5 intervalles de longueurs égales. 

Soit f:[0,1] —+ R 


tt e— 17/2. 
f est positive, dérivable sur l’intervalle [0, 11, de dérivée 
f' 26 = te 1/2; 


f est donc décroissante sur [0, 1]. 
Le calcul de S' et S” (qui peut s’obtenir à l’aide d’une calculatrice 
programmable : Cf. annexe ci-dessous) donne : 


s =— [f(0)+ f(0,2)+ f(0,4)+ (0,6) + f(0,8)] = 0,893 


s'=- LFCO,2)+ F(0,4)+ F (0,6) + F(0,8)+ FD] æ 0,814 


S'—S" = 0,079. 
D'où : 
Î 


0,90 est une valeur approchée par excès de | e— 2 dt à 0,09 près. 


LL 
L 


0,81 est une valeur approchée par défaut de | e7 #72 dt à 0,09 près 
Q 
et : 


e—/2 di 0,90. 


1 
2) Soit la fonction f définie sur l'intervalle ]0; 1| par f(r) = Dre: 


0,8 


1 
Cherchons une valeur approchée du nombre | ——— dt en divisant 
0,1 ni 


l'intervalle [0,1; 0,8] en 7 intervalles de longueur 0,1. 
Ï 
f est positive, dérivable sur [0,1; 0,8] de dérivée f’: 11 ind 
n 
elle est donc croissante sur [0,1; 0,8]. 
Le calcul de S’ et S” donne (Cf. annexe) : 


__ 0,8 — 0,1 


s' (F(O1)+ + f(0,7)) & 0,918 


0,8 — 0,1 
= ———— (f(0,2)+..+7f(0,8)) = 1,323. 


D'où : : S'—S" = 0,405. 
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0,8 


1 
0,91 est une valeur approchée par défaut de | =. dt à 0,42 près. 
n 
08 
1,33 est une valeur approchée par excès de | he dt à 0,42 près. 
o1 M 


u,8 


1 
Et: one Er dt £1,323. 
n 


0. 


e Annexe. 


Voici une description de l’organigramme et du programme sur 
TI 57 LCD permettant de calculer les sommes de Riemann S’ et $° 
d’une fonction f continue positive monotone sur [a b]: 


n—l 
Données S,= > + és 
i=0 n 


Initialisation n— ef 


[1 [so] + | RCL 
STO _ RCL 
X | RCL 


Caleul de f (1) 
au moyen d'un 
sous-programme 


EN D 


us d’au plus 18 pas faisant 
apparaître f(x) à l'affichage lorsque 
xesten mémoire O, 


e Pour calculer S:. 


On met: x,=a en mémoire 0 et à l’affichage 
b dans le registre t 


b—a Nr 
en mémoire 1 


n 
0 en mémoire {. 
e Pour calculer S7. 


— 4 
On met : ue 


en mémoire 0 et à l'affichage 


pu dans le registre t 
n 


0 en mémoire 0. 
En raison de la capacité insuffisante de la calculatrice, on ne peut 
programmer $/ et $° simultanément. 
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REMARQUE 5 


L'expression du document 5 : Se —S", = ba 


n 
dans la plupart des manuels, une séquence déductive dans le cas de fonctions monotones. En 


effet, il est aisé d'établir : O<S-S <S —-S < Le [f(b) — f(a)] et aussi que 
a—b 


[f(b)—f(a)] permet, ce qui ne se trouve pas 


n 


[f (b)—f (a)] £<S-—S. <0. On en déduit que ces sommes de Riemann convergent vers 


le réel S qui est en fait l'aire sous la courbe. Ceci donne du sens au concept comme limite de 
sommes d'aires de rectangles. L'objectif, généralisable à d'autre concept, est de donner du 
sens, ici après sa définition F(b) -F(a), à la notion d'intégrale par une activité calculatoire. 

La démarche des concepteurs en 1983 qui ouvre la voie vers le quantitatif est en soit une 
bonne chose. À mon sens, cette démarche est justifiée et témoigne de la faisabilité d'un 
développement cohérent de l'enseignement de l'analyse au Lycée, à la condition impérafive 
d'aller jusqu'à la démonstration. Sinon l'élève reste au stade de l'activité et ne fait pas des 
mathématiques. Résumons les deux premières démarches : l'élève exerce son intuition à la 
suite du graphe et des calculs. Et dans la partie théorique il vérifie, c'est à dire il démontre 
(cf. la Remarque sur S, —S.) la vérité de ses intuitions ; "il fait donc des mathématiques". 
Notons pour la première fois dans le siècle, l'usage "conseillé" dans les textes officiels, des 
calculatrices programmables. Elles fournissent des valeurs approchées qui permettent de 
conjecturer de la convergence des sommes S et S.. Ces sommes des aires des rectangles 
donnent à l'élève du sens à l'expression ‘"'intégrale de f sur [a,b]"". Ce qui n'était pas le 
cas lors la définition de l'intégrale en termes de primitive au début de ce document 5. 
L'organigramme qui est joint avec l'extrait du manuel témoigne de la rationalité du procédé: il 
est d'ailleurs le même pour toutes les calculatrices ou un ordinateur. La calculatrice utilisée, 
une TI 57LCD, largement obsolète actuellement en 2009, n'en permet pas moins à l'époque 
un calcul cohérent et des résultats significatifs. Il faut noter cependant que, faute d'une 
formation appropriée, à cette époque beaucoup d'enseignants n'utiliseront pas ou peu les 
calculatrices dans le sens de la programmation comme ci-dessus. 

Pour terminer, remarquons l'importance théorique de la méthode des rectangles qui peut être 
l'occasion de "démontrer" lorsque f est monotone comme je le montre ci-dessus que ces 
sommes de Riemann convergent vers le même nombre. Encore une fois je me pose la 
question : pourquoi cette démonstration ne figure-t-elle pas dans les manuels? On peut 
penser que les excès de la période des "Mathématiques modernes" pendant laquelle le temps 
passé par le professeur aux développements théoriques était trop important par rapport à 
l'activité de l'élève ont provoqués par réaction dans "la contre réforme" la volonté de réduire 
systématiquement le discours du maître. D'ailleurs pour des raisons multiples que nous 
évoquerons, au fil des années, les manuels donneront de moins en moins de démonstrations 
en analyse. L'absence quasi systématique de démonstration est, a mon sens, une attitude 
grave et dont les conséquences perdurent en 1999 quand je quitte le Lycée. Ce fait est 
souligné par de grands mathématiciens actuels, alertés par la faiblesse des exigences au 
Lycée. Notons la citation du Mathématicien Jean-Pierre Kahane en 1999 : "Ja démonstration 
est constitutive des mathématiques" dans une réunion du groupe inter-IREM "second cycle”. 
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2° PARTIE LA GEOMETRIE DANS LA CONTRE 
REFORME de 1983 à 1991. 


I Texte de programmes de géométrie appliqués en terminale C en 1983. 


111. ALGÈBRE LINÉAIRE 

Les définitions d’un espace vectoriel et d'une application linéaire ont 
été vues en Première, on les complètera par celle d'un sous-espace vectoriel. 
li s’agit de mettre ces notions en œuvre sur des exemples variés d'espaces 
de dimension finie, en s'appuyant sur l'étude du modèle fondamental IR"; 
dans les exercices et problèmes l'entier n sera numériquement fixé (de 
façon raisonnable). 

a) Opérations dans IR”, base canonique : 

Etude des combinaisons linéaires d’une famille de p éléments de IR’; 
cette étude conduit à dégager : 

La notion de sous-espace vectoriel engendré ; 

La représentation, dans la base canonique de !R”, d'une famille finie 
par une matrice ; 

La détermination d’une application linéaire de IR’ dans IR* par les 
images des éléments de la base canonique de IR’, et par conséquent par la 
matrice de ces images dans la base canonique de IR". 


On remarquera que la composée de deux applications linéaires est 
une application linéaire. 


Les matrices n'ayant ici qu’un rôle représentatif, il est exclu de déve- 
lopper le calcul matriciel : somme et produit de matrices sont hors du 
programme. 


b) interprétations d'un système linéaire de n équations à p inconnues : 

Recherche des décompositions d'un vecteur ; 

Recherche des antécédents de ce vecteur dans une application linéaire. 
Dans IR" : familles finies génératrices, familles finies liées, libres ; bases. 


c} Opérations élémentaires Li Li + À L; (£j) sur les lignes d'une 
matrice. 

Méthode du pivot de Gauss (recherche d'une forme triangulaire de la 
matrice) ; sa mise en œuvre pour déterminer si une famille finie de vecteurs 
est une base, est libre, est génératrice. 


Cette étude permet d'obtenir les résultats fondamentaux suivants 

Toute base de IR" a exactement n éléments ; 

Toute famille libre de IR" a au plus n éléments, et c’est une base si 
et seulement si elle a n éléments ; 

Toute famille génératrice de IR" a au moins n éléments, et c'est une base 
si et seulement si elle a n éléments ; 

Théorème de la base incomplète. 


d) Exemples numériques de résolution d'un système d'équations linéaires 
par opérations élémentaires sur les lignes. 
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e) Espaces vectoriels de dimension finie : 

Bases. Isomorphisme avec IR" d’un espace vectoriel muni d'une base 
comprenant n vecteurs. Dimension. 

Un endomorphisme injectif (resp. surjectif) d'un espace vectoriel de 
dimension finie est bijectif. 

Sous-espaces vectoriels supplémentaires ; projections, symétries. 


IV. GÉOMÉTRIE (TERMINALE C) 


On continue de travailler dans le plan et l'espace considérés en Seconde 
et en Première. On dispose des espaces vectoriels associés ; il n’est donc 
pas nécessaire de modéliser un espace affine en général. 

a) [Plan et espaces] : 

Calcul barycentrique. Etant donné n points pondérés (A;, a;), étude des 

n n Pre 
fonctions M+> © a MA; et MH Z æ |[|MAilf. 
i=1 i=1 

Applications affines : 

Une application de l’ensemble des vecteurs de l'espace dans lui-même 
est dite affine quand elle est de la forme V+> À + œ {V), où œ est linéaire ; 

Dans l’espace pointé en O, une application M M’ est affine si l'appli- 
cation OM > OM’ est affine (définition indépendante du choix du point O). 


Caractérisation des applications affines par la conservation des bary- 
centres. Image d'une droite, d'un plan, d'une partie convexe par une appli- 
cation affine ; conservation du parallélisme. 

On montera que les isométries sont des applications affines conservant 
le produit scalaire. En plus des translations et des homothéties les élèves 
ont à connaître les symétries, orthogonales ou non, les affinités ; on leur 
fera utiliser ces transformations dans de nombreux problèmes de construc- 
tions et de lieux géométriques. 

b) [Géométrie plane]. Mesures, dans le plan orienté, de l'angle orienté 
d'un couple de droites. Condition pour que quatre points soient cocycliques. 

c) [Géométrie plane] : 

Composition de rotations et translations, groupe des déplacements. 

Composition d'un déplacement et d'une symétrie orthogonale ; anti- 
déplacements. Sur des exemples, recherche du groupe des isométries 
conservant une configuration donnée. 

Composition de déplacements et d’homothéties, groupe des similitudes 


directes. 
Exemples de transformation définie par une application complexe 


zk f (2) : cas des similitudes directes ; exemple de transformation non 
affine. 

d) [Géométrie dans lespacel] : 

Exemples simples d'isométries de l’espace laissant fixe un point donné. 

Groupe des rotations d'axe donné ; on établira qu'une rotation est là 
composée de deux symétries orthogonales par rapport à des plans. 

A titre d'exemples de composition : composée de deux rotations d'axes 
coplanaires ; composée d'une rotation d'axe D par une translation conser- 
vant D {vissage d’axe D). 

e) [Géométrie plane] : 

Coniques : définitions géométriques (bifocale, et par foyer et directrice) ; 
équations cartésiennes réduites ; équivalence de ces diverses définitions. 

Equation de l’hyperbole rapportée à ses asymptotes. 

Exemples de représentations paramétriques d'une conique. 

Tangente à une conique en un point (on établira sa propriété de bissec- 
trice par rapport aux foyers). 
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IT Textes officiels et commentaires des programmes de 1986 

En préambule au "III Géométrie”, des textes officiels, je cite l'exposé sur les nombres 
complexes, qui n'a pas changé depuis 1982, pour ses rapports à la géométrie. Ensuite je 
précise le contrat sur les de linéaires qui se réduit désormais à l'apprentissage de la 
méthode dite "du pivot de Gauss ” 


Les nombres complexes, outre teur intérêt algébrique, fournissent des outils pour la trigonométrie et pour i’étude 
des configurations géométriques planes. Ce dernier aspect est précisé dans le programme de géométrie. 


B.0. n° . - 11 septembre 1986 


Présentation du corps des nombres complexes. Aucune méthode d'introduction des nombres complexes 

Partie réelle, partie imaginaire, RARDTe complexe ton- n’est imposée ; les idées doivent être mises en valeur, 

jugué ; notations Re(z}), Im(z), mais une construction détaillée n’est pas souhaitable. 

Représentation géométrique, affixe d’un point, d’un - A ce propos, on donnera la définition d'un corps (com- 

vecteur. : mutatif), mais aucune étude de cette notion n'est au 
L programme. 

Module, module d’un produit, inégalité triangulaire. Les élèves doivent savoir interpréter le module et l’argu- 

Argument d'un nombre complexe non nul, notation ment de Z'—2z. 

re'® 

Relation el® el 6’ — ei(8 +97), jien avec les formu- 


les d'addition ; formule de Moivre. Formules d'Euler : 
= 4 ie -je ‘ L À rei0_0-ie 
_cos 8 =Z @æT+e").sine—- 7 {e”-e*). 
Travaux pratiques 


Résolution des équations du second. degré à coefficients * La résolution d'équations à coefficients complexes est 
réels. hors programme. 


Transformation de a cos @ + b sin9, où a et b sont 
réels. 


Conversian de produits trigonométriques en sommes 
et de sommes en produits. 


Exemples de mise en œuvre des formules de Moivre On se bornera à des exposants peu élevés ; les for- 
et d'Euter (Hinéarisation de potynômes mules trigenométriques ainsi obtenues n’ont pas à être 
trigonométriques,...). mémorisées. 

- Racines nÊ"s de l'unité ; interprétation géométrique. | Les élèves doivent savoir en déduire les solutions de 


l'équation zM = a, où a est mis sous forme trigono- 
métrique. Aucune connaissance n'est exigible sur les 
méthodes de résolution algébrique, même si n = 2. 


3. Systèmes d'équations linéaires 


Résolution d’un système d'équations linéaires à coet- On pourra utitiser le codage suivant : 

ficients numériques par opérations élémentaires sur les List +X Li Lieot;, Lje»L;. 

lignes (méthode de Gauss) : Les aléves Abivent savoir que toute opération élémen- 

— addition d'un multiple d'une ligne à une autre ; taire transforme un système en un système équivalent. 

— multiplication d'une ligne par un nombre non nul ; Aucune connaissance n'est exigible sur la description 

— échange de deux lignes. générale de cette méthode ; on soulignera son aspect 
aigorithmique, mais. {a mise en forme de l’aitgorithme 
n'est pas au programme. 


Travaux pratiques 


Exemples de résolution de Fi iemes linéaires à coeffi- 
cients numériques. 


Exemples d'étude de problèmes géométriques (dans 
le plan et dans l’espace) conduisant à des systèmes 
d'équations linéaires : décomposition d'un vecteur, 
intersections... 


Hi. Géométrie 
Le programme comporte deux objectifs essentiels : 


+ Approfondir ia géométrie du plan et de l’espace à travers l'étude d'objets géométriques et de l’action de trans- 
formations sur ces objets. 


+ Développer une vision géométrique des problèmes grâce à le mise en œuvre systématique d'acitivités graphi- 
ques (figures, tracés de courbes, croquis à main levée, schémas,...} permettant de représenter tes objets mathé- 
matiques étudiés dans tes différentes parties du programme, | 


— . En géométrie plane, ‘e champ des objets étudiés en première est enrichi (coniques, exemples simpies de cour- 
bes paramétrées) et celui des transformations est élargi et réorganisé à travers l'étude plus systématique de la 
composition des transformations élémentaires et la recherche d'invariants associés, ce qui conduit à exploiter 
tes isométries, les déplacements et les similitudes directes. Cet approfondissement de la géométrie plane passe 
par une bonne pratique des outils fournis par te programme (énoncés de base sur les configurations et les trans- 
formations, calcul vectoriel, calcui dans un repère adéquat, emploi des nombres compiexes). 


_—— En géométrie de l’espace, l'objectif, plus modeste mais tout aussi essentiel, est de développer la maîtrise 
des objets usueis de l’espace physique déjà étudiés en Première et de transformations élémentaires opérant sur 
ceux-ci. Ce développement doit être mené en interaction étroite avec celui de ta géométrie plane. 


A propos de t’étude des projections et des transformations, la linéarité des applications vectorielles associéés 
doit être mise en évidence et exploitée, mais l'étude systématiques des applications linéaires, et a fortiori des 
‘applications affines, n'est pas au programme : les transformations vectorielles fournissent un outit pour l'étude 
des configurations et des transformations ponctuelles ; elles ne constituent pas un objet d'étude en soi. 
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1. Outil vectoriel et configurations (plan et espace) 


Hi s’agit ici de compléter tes outils étudiés en Première. li n’y a pas à revenir sur les fondements du calcul vecto- 
riel ; la notion générale d'espace vectoriel est hors programme. 


a} Barycentres : transformation d'une somme 
Zi; MA; dans chacun des cas 
Zx;20 et Zi, =0 

b)_C Caactarieaton vectorielle d'un Ségment 

(CAM =E AB, O<E<4). d’une demi-droite, d'une 
droite, d'un plan ; traduction dans un repère. 


Les élèves doivent connaître l'associativité de la 
barycentration. 


Les élèves doivent savoir déterminer un vecteur nar- 


Caractérisation d'un: plan par K ÂM = 0 : équation du 
mal à un plan donné par une équation. 


plan dans ün repère orthonormal. 


c) Projection ponctuelle, projection vectorielle asso- 
ciée ; linéarité d’une projection vectorieile, conserva- 
tion des barycentres par une projection ponctuelle. 


d) Dans l'espace orienté : bases (ou repères) ortho- 
normales directes, indirectes. 


Aucune théorie de l'orientation ne figure au programme, 
on s’appuiera sur les conventions physiques usuelles. 


Produit vectoriel, notations J'x V et YAYT ; expres- 


sion analytique dans une base arthonormale directe 


e) Dans le plan orienté : déterminant de deux vecteurs, 
notation det (U,V) : expression dans une base ortho- 


normale directe. 


Travaux pratiques 


Transformation de Zx; MA;,? , applications : cas 
N- deux points : lignes ou surfaces de niveau de 


En ge des points M du plan tels que 
{M = & modulo TT, ou modulo 2 tr. 


Exemples d'emploi des nombres complexes pour 
l'étude d'une FOR PRS END plane. 


Exemptes de calcuis de distances et d’angles dans les 
configurations usuelles du plan et de l’espace. 


Exemples d'emploi d'un repère orthonormal ‘dans le 
plan ou dans l’espace. 


Changement (de base ou) de repère orthonormal direct 
dans le pian. 


Expression analytique d'une translation, d’une rota- 
tion plane. 


2. Courbes planes 


Les éièves doivent savoir utiliser le produit vectoriel 
pour caiculer l'aire d’un parallélogramme ou d’un trian- 
gle, pour déterminer un vecteur normal à un-plan et 
obtenir ainsi une équation cartésienne du plan défini 
par un point et deux vecteurs directeurs où par trois 
points. S 


Les élèves doivent connaître les formules : 

S.V = HOU MVL. cose, det (ZV)=MGIL.HViisine 
et savoir traduire Ja colinéarité des vecteurs u'et V par 
la relation det (U” YŸ) = 0. 


Les élèves doivent connaître la condition de cocycli- 
cité de quatre points qui en résulte. 


Les élèves doivent savoir déterminer l'’affixe d'un bary- 
centre, évaluer un angle à l'aide de l’argument d’un 
quotient et traduire l’orthogonalité ou la colinéarité de 
deux vecteurs. Toute autre formation de propriétés géo- 
métriques à l'aide des nombres complexes doit faire 
l'objet d'indications. 


Les élèves doivent être capables de calculer la distance 


‘d’un point à une droite du plan, à un plan où à une 


droite de l’espace. 


La reconnaissance d'une rotation plane à partir de son 
expression analytique n'est pas exigible des élèves. 


L'introduction des quelques notions sur les courbes paramétrées est motivée par l'étude de situations géométri- 
ques, mécaniques ou physiques ; on évitera donc de multiplier les exemples posés a priori. On se gardera aussi 
de toute technicité : en particuter l'étude des branches infinies et des points où le vecteur dérivé s'annule, la 
recherche des points muftiples et l’emploi de coordonnées polaires sont hors programme. Pour f'obtention de 
périodicités et de symétries, toutes les indications utiles divent étre fournies. 


a) Notions sur les courbes paramétrées du plan 


Courb définie_,en regère orthonormal par 
t—OM(t) = xt} 1 + Yi. 

Vecteur dérivé, interprétation cinématique (vecteur 
vitesse), tangente. 


b) Coniques # | 

Définition par foyer et directrice (lignes de niveau du 
rapport-ME). excentricité ; équation cartésienne dans 
un repère adapté, équation réduite : cas d'une para- 


L'étude des fonctions vectorielies (limites, continuité, 

caicui différentiel, ...) est hors programme. Le vecteur 

dérivé est défini par ses coordonnées x’(t}. y'(t) : pour 

la notion de tangente on se limitera au cas où ce vec- 

teur n'est nas nul. Les élèves doivent savoir dresser 
un tableau de variations coordonnées des fonctions 

x et y et l'utiliser pour le tracé de la courbe. 


La génération bifocale de l'ellipse et de l'hyperbole 
pourra faire l’objet d’une activité, mais aucune con- 
naissance n'est exigible des élèves à cs propos. 
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a en place d'une parabole ou d’une conique à centre 
.. d’ une ne ae de la forme y< = 2px ou 
+ 3 y? 


Travaux pratiques 


“Me ue 


Exemples d'étude de lieux géométriques à l’aide d’un 
x" paramètrage. 


.n° 31 


Exemples d'obtention et d'emploi de représentations 
 paramétriques de coniques (détermination de la tan- 
gente en un point...). 


3. Transformations et configurations 


Mis à part le cas où le paramétrage est donné (points 
liés à une configuration mobile, ...) la méthode à sui- 
vre pour l'obtention d’un tel paramétrage doit ne 
indiquée. 


Les élèves doivent connaître le paramétrage t — (a cost, 
b sint) de l'eilipse et savoir exploiter le lien d’affinité 
orthogonaie qu'il permet d'établir entre l’ellipse et le 
cercle. Ce cas mis à part, aucune connaissance spé- 
cifique n'est exigible des élèves sur les paramétrages 
des coniques où sur l’affinité orthogonale. 


En géométrie plane, il s'agit d'approfondir et de réorganiser les acquis des classes antérieures grâce à une étude 
pius systématique de la composition des transformations et de leur action sur les configurations, d'abord dans 
le cadre des isométries et des déplacements, puis dans celui des similitudes directes. | ne convient donc pas 


de reprendre l'étude des isométries à partir de zéro : 


on s'appuiera- sur les résultats de Première concernant 


les translations et les isométries fixant un point donné, ces dernières étant soit des réflexions, soit des rotations : 
de. même, les propriétés élémentaires de |’ homothétie vues en seconde êt en première seront exploitées pour 


l'étude des similitudes. 


En géométrie de l’espace,on étudie l’action des ‘transformations élémentaires sur les- conficuiations usueiles mais 
l'étude systématique de transformations composées est hors programme, ainsi que. la notion de transformation 


- vectorielle associée. 


a) Isométries du plan (bijections conservant la 
distance). 


La composée de deux isométries est une isométrie, la 
réciproque d’une isométrie est une isométrie. 


Étant donné un point 0, une isométrie f se décompose 
de manière unique en f = tu, où u est une isomé- 
trie fixant O et t une translation. 


Toute isométrie ou bien conserve ies angles orientés 
(déplacement) au bien les change en leur opposé 
{antidéplacement). » 


Tout déplacement est soit une translation, soit une 
rotation. 


Etant donné des points A,B,A’,B’ tels que 
A'B' = AB #,0, il existe un déplacement et un seul 
transformant * en À’, B en B’ 


Transformation vectorielle associée à une isométrie du 
plan ; cas d’ une transiation, d'une réftexion, d’une 
rotation. 

Linéarité, conservation du produit scalaire, effet sur 
le déterminant. Caractérisation des déplacements. 


La transformation vectorielle associée à une compo- 
sée gof est la composée des transformations vecto- 
rielles associées à g et à f. La transformation vecto- 
rielle associées à la réciproque de f est la réciproque 
de la transformation vectorielle associée à f 


b) Simillitudes directes du plan 


Composée d'une homothétie de rapport positif et d’une 
rotation de même centre : effet sur les distances, con- 
servation des angies orientés. 


Simäitudes directes (bijections transformant les dis- 
tances dans un rapport donné et conservant les angles 
orientés). 


La composée de deux similitudes directes est une simi- 
litude directe, la réciproque d’une similitude directe 
est une similitude directe. 


Toute similitude directe de rapport k est la composée 
d'un déplacement et d'une homothétie de rapport k. 


Ecriture complexe. Forme réduite : centre et angle 
d'une similitude directe quand eïte n'est pas une- 
translation. 


Les élèves doivent savoir que les isométries transfor- 
ment les droites en droites et les cercles en cercles, 
le parallélisme et le contact étant conservés. lis doi- 
vent connaître leur effet sur l’équipotience, les bary- 
centres, les angles et les aires. 


Les élèves doivent connaître les règles qui en résul- 
tent pour la composée de deux isométries selon la 
nature de celles-ci et pour là réciproque d'un dépla- 
cement ou d’un antidéplacement. 


L'étude systématique des antidépiacements est hors 
programme. 


Les élèves doivent Savoir déterminer ce déplacement 
et, dans le cas d'une rotation, construire son centre. 


ll s’agit ici de mettre en place un outil efficace pour 
la résolution de nombreux problèmes concernant les 
transformations ponctuelles. En revanche, la recons- 
titution des propriétés fondamentales des isométries . 
ponctuelles à partir de celles des isométries vectoriel- 
les est hors programme. 


La donnée d'un point O0 permet d'identifier les iso- 
métries fixant 0 et les isométries vectorielles, ce qui 
permet d'obtenir simplement les propriétés des iso- . 
métries vectorielles. 


44 nantamhen ANNE 


L'étude générale des similitudes (bijections transfor- 
mant les distances dans un rapport donné) est hors 
programme. 


Ce rapport est appelé rapport de la similitude ‘direète 
considérée. 


DA 10 14 


Les élèves doivent Savoir que les similitudes directes 
transforment tes droites en droites, les cercies en cer- 
cles, le parallétisme ou te contact étant conservés. Ils 
doivent connaître leur effet sur l’équipolience, tes bary- 


: centres et les aires. 
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Etant donné des points A, B, À’, B’ tels que 
AB z Det A'B’ # O, il existe une similitude directe 
et une seule transformant À en A'-et B en B:. 


Transformation vectorielle associée à une similitude 
directe ; compatibilité avec la composition, Cas des 
homothéties et des translations ; composée de deux 
homothéties où translations. 


c} Notions sur les transformations élémentaires de 
d'espace 

Transtation. Homothétie, symétrie centrais. Réflexion 
(symétrie orthogonale par rapport à un plan). Rotation 


définie par son axe st son angle, derni-tour. Rotation | 


induite dans un plan orthogonaïi à l'axe ; décomposi- 


Les élèves doivent savoir caractériser le cas d’une 
translation ou d'une homothétis ; dans les autres cas, 
des indications doivent 8tre fournies pour la construc- 


tion géométrique du centre de cette similitude. 


Les élèves doivent savoir la nature d’une composée 
d’homothéties et de translations suivant son rapport 
et préciser, suivant le cas, Son vecteur oui son Centre. 


Les élèves doivent savoir que ies transformations can- 
sidérées tranforment les droites en droites, les plans 
en plans, les sphères en sphères et conservent le paral- 
télisme ; ls doivent connaître leur effet sur l'équipol!- 


lence, les barycentres, les distances, les aires planes 
et les volumes. 


tion d’une rotation en produit de deux réfiexions. 


Travaux pratiques 


Exempies d’empioi des transformations planes pour 
l'étude de configurations et de lieux géométriques. 


Exemples d'étude des isamétries laissant invariante une 
configuration du ptan. . 


Exemples de recherche et d’empioi d’isemétries ou de 
similitudes directes transformant une configuration don- 
née en une autre (segments, triangles. rectangles, 
cercles,...). : 


Exemples de recherche de symétries ou de rotations 
laissant invariant un solide usuel donné {tétraèdre, 
cube, octaèdre....). 


REMARQUE 1 

En géométrie, la rupture définitive avec la période des "mathématiques modernes" se réalise 
seulement à la rentrée 1986. L'algèbre linéaire ne figure plus dans le programme : la notion 
d'espace vectoriel disparaît et avec elle l'étude systématique des endomorphismes d'espace 
vectoriels et de espaces R". La méthode de résolution des systèmes linéaires par le pivot de 
Gauss est réduite à une pratique algorithmique. Le seul élément d'algèbre linéaire qui 
demeure est la mise en évidence de la linéarité de l'application vectorielle associée pour 
l'étude des transformations en géométrie plane. Dans la pratique, cette "séquelle" des 
programmes de 1972 est très pertinente pour la résolution des problèmes. La notion 
générale d'application affine s'efface naturellement. La structure de groupe qui s'est maintenue 
en 1983 disparaît et avec elle le lien étroit avec le programme d'Erlangen de F. Klein qui 
paraissait un fait acquis depuis 1962. II est clair que 1986 marque la fin d'une géométrie 
caractérisée par la dialectique groupes de transformations-invariants. 

Je l'ai déjà dit : comme souvent en France le changement est si radical qu'il me semble 
exagéré. La structure de groupe très utile pour étudier les transformations est désormais hors 
programme. 

L'essentiel en 1986, c'est sans conteste, le retour à la géométrie des figures (appelées 
configurations du plan ou de l'espace) abandonnée en 1972. 

Cependant, a mon sens, et je peux me tromper bien entendu, les principes de bases ou 
axiomes de la géométrie euclidienne n'ont pas été clairement posés au Collège ; l'introduction 
des transformations y crée un " flou" initial préjudiciable à l'apprentissage du raisonnement 
déductif et qui aura des conséquences néfastes sur la qualité du discours géométrique et son 
efficacité au Lycée ; nous le constaterons dans l'étude détaillée qui suit. 

Ajoutons que le corps enseignant n'est pas préparé dans sa majorité à revenir brutalement, 
après plus de onze ans de formalisme à outrance et de calculs analytiques, à l'étude des 
propriétés des figures et aux méthodes de recherche purement synthétiques comme les 
problèmes de construction ou de lieux géométriques. Les professeurs les plus jeunes ont perdu 
l'habitude d'utiliser l'intuition de la figure pour orienter leur recherche. 
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En conséquence ces changements tant attendus par certains ne provoqueront pas un intérêt 
réellement renouvelé pour la géométrie qui semble bien avoir perdu son âme et son corps avec 
le programme de 1972 et ne la retrouvera plus dans le siècle. 

Ce programme de géométrie ne subi pas de modifications significatives en 1991, il n'est donc 
pas utile d'en reproduire les textes. Le choix des extraits de manuels scolaires sur la géométrie 
et à propos du programme de 1985 sera donc fait dans des manuels publiés en 1992 à la suite 
du programme de 1991. 


VI Le bilan de la contre réforme de 1982 (remaniée en 1985). 
COMMENTAIRE personnel. 

a) Ce qui caractérise l'apport positif de cette contre réforme est le 
programme d'analyse : outre la rupture avec les abus des structures et du formalisme des 
années 70, c'est sa forte cohérence. D'une part, elle s'appuie sur une idéologie 
"constructiviste" rapidement décrite dans ce texte, dans laquelle l'activité des élèves est mise 
au premier plan. D'autre part, cette activité de l'élève passe nécessairement par la pratique des 
calculatrices programmables sans lesquelles ce programme de 1983 n'a pas de sens au Lycée. 
En effet cette réforme équilibre en analyse l'aspect calculatoire et l'aspect formel ; le 
quantitatif, absent dans la pratique en 70 et le qualitatif dont la place était exagérée. 

Il est regrettable qu'une formation généralisée des maîtres sur la pratique des calculatrices 
programmables n'ait pas été institué à l'époque et fut laissée à l'initiative de chacun. Ce 
manque conduisit souvent à une mauvaise utilisation de ce nouvel outil. 

Dans le même temps les mathématiques sont humanisées. L'histoire des mathématiques, se 
développe au sein des IREM dans le groupe inter-irem "Epistémologie". Ces chercheurs, 
citons sans vouloir être exhaustif, Evelyne Barbin, R. Bkouche, J.M. Ovaert, J.P. Le Goff, J.P. 
Friedermayer, font découvrir à beaucoup d'enseignants que l'acquisition du sens des concepts 
difficiles, et ils le sont tous en analyse, est facilitée par la connaissance de leur évolution 
historique. Ce n'est pas la ” panacée” mais l'ayant expérimentée dans des essais pédagogiques 
avec succès, je suis convaincu du bien fondé de cette démarche. 


b) Le premier point faible de la réforme réside dans la trop grande place prise 
par l'analyse au détriment de la géométrie trop sévèrement réduite en terminale. Ce 
déséquilibre posera des problèmes par son impact indirect dans l'enseignement de la 
géométrie au collège, puis en 2° et 1° au Lycée. En géométrie, il devient difficile à l'élève 
d'accumuler des savoirs nettement définis ; et finalement au sortir du Collège, bien qu'il ait 
beaucoup "pratiqué" il ne dispose pas d'une démarche rationnelle le préparant à un cours plus 
élaboré. 

Je suis de ceux qui pensent que la géométrie élémentaire dans la tradition euclidienne 
demeure un terrain privilégié pour appréhender l'espace, pour l'apprentissage du 
raisonnement hypothético-déductif et enfin pour donner le goût de la recherche en utilisant 
l'intuition née de la figure. Ce déséquilibre analyse-géométrie ne permet pas d'affirmer que l' 
évolution des contenus au Lycée en 1983 puis 1986 soit entièrement satisfaisante. 

c) Nous le répétons, l'introduction de l'analyse quantitative avec des 
majorations et des approximations est subordonnée à l'usage des calculatrices 
programmables. Sans elles, le vaste programme sur les suites, commencé en seconde et 
poursuivi avec rigueur en TS n'est pas possible ; les calculs approchés des zéros de fonction, 
celui des intégrales par les méthodes habituelles nécessitent des séquences programmées! que 
seules les calculatrices peuvent effectuer dans un temps raisonnable. 

Or comme nous l'avons déjà précisé les décideurs n'ont pas voulu, ou pas pu faute de 
moyens, organiser systématiquement la formation des enseignants sur l'utilisation de la 


! Ce sont des petits programmes de quelques lignes qu'on appelle aussi "routines". 
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calculatrice programmable en classe. Et chacun de se débrouiller dans son coin, la formation 
ne s'adressant en fait qu'à une minorité de volontaire, notamment les stagiaires des Irems où 
l'on a bien entendu assuré immédiatement cette nouvelle mission. Cette formation passait 
nécessairement par un apprentissage très élémentaire de la programmation. On peut aussi bien 
l'inclure ou la disjoindre de l'apprentissage de l'usage des ordinateurs qui commençaient à se 
répandre sur des machines très rudimentaires comme les TO7 et MO6 ; bien avant l'apparition 
des PC. 

Pourtant enseigner avec cet outil nouveau n'a rien d'inné pour un enseignant. Nous en voyons 
les conséquences encore aujourd'hui : l'objet est devenu mythique pour l'élève et son emploi 
trop souvent détourné et parfois réduit au rôle d'aide mémoire. Il est encore impossible, vingt 
cinq ans plus tard, d'organiser une épreuve de calcul numérique dans les processus 
d'évaluations comme le baccalauréat. Cette épreuve serait séparée d'une deuxième épreuve 
sans calculatrice, ce qui pourrait résoudre le syndrome de l'élève paralysé par l'absence de sa 
machine. C'est une pratique qui existe dans de nombreux pays notamment en Belgique. 
D'ailleurs le problème se repose dans les mêmes termes en 1999 avec l'apparition du calcul 
formel sur des machines au coût raisonnable comme la T192. Celles-ci sont autorisées au 
Baccalauréat par le jeu stupide de leurs dimensions. Quel enseignant peut se dire capable de 
réaliser à priori, sans une formation préalable, un travail fécond en classe avec les élèves sur 
ces machines ? De plus, qui n'est pas interpellé par l'usage privilégié qu'en font certains 
élèves aux épreuves actuelles du baccalauréat ? Ces élèves ont bien sûr le mérite d'avoir 
appris l'usage d'une telle calculatrice, mais l'épreuve du baccalauréat devient alors un simple 
travail pratique qui ne nécessite pas nécessairement la compréhension du sens des concepts 
utilisés. De ce fait l'épreuve du bac évolue pour ne pas léser ceux qui ne pratiquent pas ces 
machines ; ce n'est guère une évolution mathématiquement satisfaisante. Il faudra 
nécessairement trouver un nouveau "type d'épreuve" à court terme. Pour conclure, il semble 
qu'à vouloir suivre immédiatement, sans préparation et par principe, toute innovation 
technologique, les mêmes erreurs se reproduisent à chaque époque. 
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CHAPITRE VI L'EVOLUTION 
DE 1990 à 2000 


1° PARTIE : ANALYSE 


I La restructuration des Lycées et les modifications de programme en analyse. 


A partir des années 90, il s'agit d'adapter le programme de 82/85 à une ouverture toujours plus 
large du Lycée au plus grand nombre. En mathématiques, cette évolution structurelle, s'est 
accompagnées dans les textes par de simples aménagements. À mon sens, ces aménagements 
se sont réalisés au fil des années, en termes de réduction des contenus et des exigences. 

Le premier changement a lieu en 1991. 


Le texte du programme publié le 2 mai 1991 au B.O de l'Education Nationale comporte 
les paragraphes: ALGEBRE, COMBINATOIRE, PROBABILITE puis ANALYSE et 
enfin GEOMETRIE. La structure du programme en analyse est la même qu'en 1986, mais 
s'accompagne d'allégements qui apparaissent essentiellement dans les "indications" de la 
colonne de droite du texte des programmes officiels. 

En 1994 est créée la TS (terminale scientifique) qui à vocation à remplacer les 
anciennes séries C et D. Le programme de TS en S.V.T.! , physique ou mathématiques 
comporte alors un tronc commun, obligatoire pour tous et une spécialité parmi ces trois 
disciplines. En Mathématiques l'horaire du tronc commun est de 6 h par semaine et celui 
de la spécialité est de 2 heures par semaine. 

Enfin le texte des programmes de 1997 appliquée à la rentrée 1998 termine pour le 
siècle cette série "d'aménagements" commencée depuis dix ans. 

Un nouveau programme réalisé dans un esprit de plus grande cohérence et rigueur et 
en rupture avec la décennie précédente sera mis en application à la rentrée 2002 en TS. Je 
n'en parle pas ici puisque je me suis limité au XX° siècle. 


A la page suivante, un tableau récapitulatif rappelle ces faits récents. 

J'y fais figurer uniquement les chapitres qui ont fait l'objet de modifications importantes en 
analyse en TC. TE. puis en TS. Je joins ensuite pour clore l'évolution des éléments des textes 
officiels du programme d'analyse de 1991, 1994 et le texte complet de 1997. 


! Sciences de la Vie et de la Terre. 
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Programme de juillet 86 
Classe de TC et TE 


Programme de juillet 94 
Enseig. obligatoire 


Limites et Continuité 


Pas de changement par rapport à 
1986 


Limites et Continuité. 
La définition de la notion de limite 
en zéro en € et M] est enseignée 


jusqu'en 1983. A partir de 1986 
toute définition de la notion de 
limite disparaît on admet les 
limites en zéro pour les fonctions 
de références, on peut alors énoncer 
que des conditions suffisantes pour 
la limite de f en un point a. 


Suites numériques Suites numériques 


Il est admis que les suites Le résultat sur les suites 
monotones et bornées sont monotones et bornées n'est plus 
convergentes. L'étude des suites autorisé dans l'enseignement 
récurrentes et l'approche d'un zéro obligatoire. Il est reporté en 


par la méthode du point fixe depuis 
1983 constituent un des 
développements majeurs du cours. 
Equations différentielles 
Equations Différentielles linéaires 
et homogènes du premier et second 
ordre à coefficients constants. 


"spécialité math" 


Equations différentielles 
Pas de changements 


Enseignement de spécialité 
à parti de 1994 


Analyse : 

Le résultat admis sur les suites 
monotones et  bornées est 
maintenu en spécialité math pour 
être supprimées en 1998. 
S'ajoutent les compléments sur 
les encadrements d'intégrales 


Programme de juin 97 
Enseig.obligatoire 


Limites et Continuité 

La continuité en un point ou sur un 
intervalle sont exclues du discours. Il 
est admis depuis la 1°S que les fonctions 
à dérivées gardant un signe constant sur 
I sont des bijections de I sur f(D. 


Suites numériques 

Pas de changement notable, dans les 
textes, mais les problèmes posés sont de 
plus en plus directifs pour être 
accessibles au plus grand nombre. 


Equations différentielles 

Seule subsiste dans la partie obligatoire 
l'équation y'+@2y=0. Le résultat est 
admis et la méthode est précisée s'il y a 


second membre. 


Arithmétique : 

Les compléments d'analyse sont 
supprimés et sont remplacés par 
l'arithmétique qui revient après 17 
ans d'absence, divisibilité, pgcd, ppem, 
les théorèmes d'Euclide , de Gauss et les 
équations dans Z XZ. 
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II Les programmes parus au B.O du 2 mai 1991 


Ils apportent peu de changements sur les contenus mais plutôt des allégements dans les 
méthodes. Voici le texte sur les fonctions usuelles. 


On mettra en évidence la relation entre la monotonie de 


la dérivée ei fa position de la courbe par rapport aux 5 
tangentes : mais aucune connaissance spécifique n'est © 
exigible des élèves sur ces questions et notamment sur ‘= 
la convexité et les points d'inflexion. = 
Inégalité des accroissements finis : étant donné une Ces résultats sont déduits de l'énoncé admis en classe «u 
fonction f dérivable sur un segment [a,b], de Première sur le sens de variation des fonctions. Le = 
— Sim<tf'<M et si a<b, alors théorème de Rolle et la formule f(b)—f(a) =(b—a)f'(c) 8 
m(b—a)<f(b)—f(a) < M(b— a): sont en dehors du programme. a 
— Si If" SM, alors 1f(b)—f(a}l <MIb—al. ë <= 
D 
Primitives d'une fonction continue sur un intervalle : æ 
Définition. Deux primitives d'une même fonction diffè- L'existence des primitives est admise. 
rent d'une constante. Primitives des fonctions usuel- 
tes par lecture inverse du tableau des dérivées. 
d) Fonctions usuelles 
— Fonction logarithme népérien et fonction exponen- Le mode d'introduction des fonctions în et exp n'est 
tielle ; notation In et exp. Relation fonctionnelle, déri- pas imposé. L'existence et la dérivabilité de ces fonc- 
vation, comportement asymptotique. Approximation par tions peuvent être admises. 
une fonction affine, au voisinage de 0, des fonctions Hormis les deux exemples de l'exponentielle et de la 
h—exp het h-1in(1+h). Nombre e ; notation e”, Défi- racine nième, f'étude des fonctions réciproques n'est 
nition de a? (a strictement positif, b réel). pas au programme. 
— Fonctions puissances x x" (x réel et n entier) et En liaison avec l’enseignement d'autres disciplines on 
x-- x® {x strictement posilif et æ réel). Dérivation, com- mentionnera la fonction logarithme décimal x— 10g x. 
portement asymptotique. Cas où «== (n entier stric- Les élèves doivent avoir une bonne pratique des repré- 
v. : n sentations graphiques des fonctions étudiées dans ce 
tement positif) ; notation "Vx (x positif). paragraphe et savoir en déduire celles des fonctions 
— Fonctions circulaires sinus, cosinus et tangente. directement apparentées, telles que t- cas &t, tent, 
ta. 
Croissance comparée des fonctions de référence Certaines situations mettent en jeu des formes indéter- 
Xe EXP X, Xe XT, Xe in X: minées : on se bornera à des exemples simples et, en 
exp dehors des cas figurant explicitement au programme 
lim = + œ, lim x°.exp(-x}=0; {comportement des fonctions usuelles, définition du 
X— +00 X X=+ + 00 nombre dérivé), des indications devront être données 
In x sur ta nature du résultat visé et sur la méthode à sui- 
Siaæ>0, lim ——=0, lim x°.in x=0. vre {emploi d'encadrements, composition de fonc- 
X— + 00 * x— 0 tions.….). su 
Travaux pratiques 
Programmation des valeurs d’une fonction d'une varia- Dans l'ensemble des travaux pratiques, on exploitera 
ble. | largement des situations issues de la géométrie et des 
sciences physiques. 
Étude du sens de variation d’une fonction, recherche La résolution de certaines questions nécessite l'étude 
de son signe, recherche des extrémums. d'une fonction auxiliaire : cette fonction doit ators être 
indiquée. 
Recherche de la limite d'une fonction polynôme ou d'une L 
fonction rationnelle en + où en —c. 
Recherche d'asymptotes : exemples d'étude du com- Pour l'étude des comportements asymptotiques en + 
portement local ou asymptotique d'une fonction. {ou en —- æ), on exploitera la comparaison de la fonc- 
tion donnée f à une fonction plus simple g telle que 
Tracé de la courbe représentative d'une fonction. lim (f-g)=0 ; en dehors du cas des asymptotes, des 
+ 


indications doivent être fournies sur là forme de la fonc- 
tion g à utiliser. 


COMMENTAIRE personnel. 

Par rapport au programme de 1982/85, la colonne de gauche des contenus ne change 
pratiquement pas, celle de droite exprime surtout des mesures restrictives. Aucune 
connaissance n'est exigible sur la convexité et les points d'inflexions. Le théorème de Rolle 
qui aurait permis une séquence déductive signifiante comme en 1963 est hors programme. 
Tous les résultats qui lient le signe de la dérivée et le sens de variation des fonctions sont 
admis dès la première. Bien que préconisées dans la rubrique "Travaux pratiques" , les 
situations issues de la géométrie et des sciences physiques ne seront guère exploitées dans la 
pratique de la classe. L'étude des variations d'une fonction demeure la problématique 
dominante en analyse ; du fait de l'effacement progressif de la géométrie cette étude devient 
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l'épreuve type au baccalauréat. Si lors de cette étude une fonction auxiliaire est nécessaire 
pour déterminer le signe de la dérivée, elle doit être indiquée à l'élève. L'asymptote oblique, si 
elle existe doit également être donnée à l'élève qui perd ainsi toute méthode rationnelle et 
toute initiative dans la recherche. Il est clair que dans les problèmes, les difficultés sont 
écartées. 

III Programme du 7 juin 1994 
Voici le texte des contenus du programme obligatoire. 


1. Fonctions numériques : 
étude locale et globale... 


a) Énoncés usuels sur les limites (admis) 

+ Comparaison 

+ Si, pour x assez grand, f(x) = u(x) etsi lim u(x)=+o, 
x + 


alors lim f(x)=+c ; 
x + 
énoncé analogue lorsque f(x} < v(x) et lim 
x 


+ ce 


v(x)=- . 


*_ Si, pour x assez grand, |f(x)-L| & u(x}) etsi lim u(x)=0, 
Û X—+c 
alors lim f(x)=L. 
X=3 +0 
+ Si, pour x assez grand, 
lim u(x)= lim v(x)=L, 
XD + X— +0 
alors lim f(x)=L. 
‘ X— + 


u(x) <f(x) <= v(x) et si 


+ Compatibilité avec l’ordre 
Si, pour x assez grand, f(x) < g(x) et si lim f(x)=L et 
2 +0 
im g(G)=L. 


x + co 


alors L& L'. 
+ Limite d’une fonction composée 


Si lim f(x)=b etsi lim g(y)=A (où a, b, À sont finis ou 
x—a y—b 
non), alors : 


lim (gof)(x)=à. 
X—a 


b) Calcul différentiel 
Dérivation d’une fonction composée. 
Application à la dérivation de fonctions de la forme u,, NE 7, 
expu, nu etu®, aœeR. 
Dérivées successives ; notations f’, f", … 
+ Inégalité des accroissements finis 
Étant donné une fonction f dérivable sur un segment : 
- sim<f'" <M etsia< b, alors 

m(b-a)<f(b)-f(a) <M(b a) ; 
- si|f'| <M, alors |f(b)-f(a) = Mb - al. 
+ Primitives d'une fonction sur un intervalle 
Définition. Deux primitives d’une même fonction diffèrent d'une 
constante. Primitives des fonctions usuelles par lecture inverse du 
tableau des dérivées. 
€) Fonctions usuelles 
+ Fonction logarithme népérien et fonction exponentielle ; notation In 
et exp. Relation fonctionnelle, dérivation, comportement asymptoti- 
que. Approximation par une fonction affine, au voisinage de O0, des 
fonctions kr exp h et hr In (1+h). Nombre e ; notation 
æ*. Définition de ab (a strictement positif, b réel). Résolution de 
l’équation différentielle y’ = ay , où a est un nombre réel : existence 
et pnicité de la solution vérifiant une condition initiale donnée. 
+ Fonctions puissances xx" (x réel et n entier) et xr>x% (x 
strictement positif et a réel). Dérivation, comportement asymptotique. 


Casoù «= : (x entier strictement positif) ; notation 2x x positif). 


+ Fonctions circulaires sinus, cosinus et tangente. Résolution de 
l'équation différentielle : 


v’+@y=0. 


où & est un nombre réel : existence et unicité (admises) de la solution 
vérifiant des conditions initiales données. 
Croissance comparée des fonctions de référence x exp x, 
xx, x In x au voisinage de + ce : | 

lim PB 
X—+e x% 


+, lim x%,.exp(—-x)=0, 
X— +0 


si æ>0, lim —-=0. 
X—+oo x* 
d) Notions sur les suites numériques 
+ Énoncés usuels sur les limites (admis) 
+ Comparaison, compatibilité avec l’ordre. 
+ Somme, produit, quotient. 
* Image d’une suite par une fonction : étant donné une fonction f défi- 
nie sur un intervalle J et une suite (u,,) de points de /, si lim u,—a 


(finie ou non) et si lim f(x)=2A (finie ou non), alors 
X—a 


lim f(u,) = . 

Suites définies par récurrence. 

Travaux pratiques 

Obtention des valeurs d’une fonction d’une variable à l’aide d'une 
calculatrice. 

Étude du sens de variation d’une fonction, détermination de son signe, 
recherche des extremums. 

Détermination de la position de la courbe représentative par rapport à 
une de ses tangentes. 

Recherche de Ja limite d’une fonction polynôme ou d’une fonction 
rationnelle en + ouen —<. 

Exemples de recherche d’asymptotes ; exemples d’étude du compor- 
tement local ou asymptotique d’une fonction. 

Tracé de la courbe représentative d’une fonction. 

Lecture de propriétés d’une fonction à partir de sa représentation gra- 
phique. 

Étude d'équations f(x) = À ou d’inéquations f(x) & À . 
Exemples d’étude de situations décrites au moyen de fonctions (issues 
de la géométrie, des sciences physiques et biologiques, de la vie éco- 
nomique et sociale). 

Obtention des termes d’une suite à l’aide d’une calculatrice. 
Exemples de recherche de solutions approchées d’une équation numé- 
rique, et notamment d’approximations d’un point fixe d’une fonction f 
à l’aide d’une suite de la forme : 


Un4 il =f(u,) ‘ 


Exemples d’emploi de suites pour l’approximation d’un nombre. 


2... Calcul intégral... 
a) Intégrale d’une fonction sur un segment 

b 
Définition de Î ft) dt à partir d’une primitive F de f. 

a 


Dans le cas d’une fonction positive, interprétation graphique de l’inté- 
grale à l’aide d’une aire. 

b) Propriétés de l’intégrale 

Relation de CHASLES. 


(ie (af+ Bg)(r) dt= a [#0 di+B j gt) dr. 
+ Positivité 


b 
Si a<b ct fz 0, alors Ï FC) dr > 0 : intégration d’une iné- 
a 


oalité 
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+ Inégalité de la moyenne : 


+ Sim<f<M et a = Bb, alors 


m(ba)= [°fG) dr = M(b- a). 


° Si [fl & M , alors 


[ro dr < M|b- al. 


Valeur moyenne d’une fonction. 

c) Techniques de calcul 

+ Lecture inverse de formules de dérivation : primitives des fonctions 

de la forme 11 f'(at + b), (exp u)u',u%u',où «ae R, az-1 
, 

et — (u étant à valeurs strictement positives). 

+ Intégration par parties. 

Travaux pratiques 

Exemples de calcul d’intégrales à l’aide de primitives et par intégra- 

tion par parties. 

Exemples de calcul de valeurs approchées d’intégrales. 

Calcul d’aires planes à l’aide du calcul intégral. 


b 
Application de la formule v=f S(z) dz au calcul du volume de 
a 


solides usuels. 

Exemples simples d'emploi de calcul intégral pour le calcul de gran- 
deurs géométriques, mécaniques ou physiques. 

Exemples simples d'encadrement d’une intégrale au moyen d’un 
encadrement de la fonction à intégrer. 


COMMENTAIRE personnel. 

a) Comme en 1991 les exigences des savoirs et savoirs-faire par les élèves sont 
minorées. Tous les théorèmes importants d'analyse sont admis, aucune démonstration 
n'est exigée. La colonne de droite des programmes non reproduite ici pour des raisons de 
concision précise que lors de la réalisation de majorations et d'encadrements par les élèves, la 
méthode doit être indiquée. C'est le cas lorsque la dérivée doit être majorée sur un intervalle 
pour utiliser l'inégalité des accroissements finis. Cette indication dans le texte officiel est bien 
la preuve que l'initiative de toute recherche est enlevée à l'élève. Ceci remet en cause la 
validité d'un tel programme en TS, puisque l'activité de l'élève est réduite à l'application de 
"recettes". Il y a perte du sens, et la rationalité du travail de l'élève est en cause. 

b) La remarque ci-dessus vaut pour l'étude des suites récurrentes u,,, = f(u,) et 
conduit au même constat négatif. On préconise de fixer les étapes du traitement de ces 
questions ; encore une fois on enlève toute initiative à la recherche de l'élève qui est réduit à 
travailler en aveugle en appliquant ce qu'on peut appeler "des recettes”. 

c) A propos des suites, la propriété ” toute suite monotone et bornée converge" 
est désormais réservée à l'enseignement de spécialité. C'est la seule proposition du programme 
qui permettait de donner un statut aux nombres réels en terminale et qui rendaient ceux- ci 
utilisables dans une démonstration. Ceci est bien la preuve qu'en TS les mathématiques 
destinées à la spécialité S.V.T et Physique doivent être enseignées comme des outils, certes 
utiles mais dont il n'est pas nécessaire d'en comprendre le sens ni la portée culturelle. 

d) Depuis 1963 l'intégrale définie de f de a à b est définie par F(b)-F(a). Cette 
méthode qui valorise uniquement l'aspect algorithmique de la recherche des primitives et qui 
facilite les démonstrations des propriétés de l'intégrale par ailleurs ne permet pas, comme je 
l'ai souvent constaté en classe, l'acquisition du sens de ce concept nouveau pour l'élève. Il y a 
bien entendu le souhait par les concepteurs “d'interpréter en terme d'aire" certaines des 
propriétés de l'intégrale. Mais pourquoi ne pas choisir l'aire sous la courbe directement 
comme définition? Nos pères du début du siècle furent plus sages sur ce point. 
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Notons, toujours dans le même esprit, que l'intégration par partie n'est pas laissée à l'initiative 
de l'élève mais son utilisation "doit faire l'objet d'une indication". 

Les calculs approchés des intégrales, qui peuvent être l'occasion de faire "passer" le concept, 
ne sont pas des connaissances exigibles des élèves. 

On peut considérer qu'encadrer une intégrale à partir de l'encadrement d'une fonction est une 
activité qui caractérise "l'analyse". Elle est réservée, comme on le constate ci-dessus, aux 
élèves ayant choisis la "spécialité mathématique". 

Voici le texte intégral sur l'enseignement de spécialité en analyse. 


ANALYSE 


Fonctions numériques : étude locale et globale 


Convergence des suites monotones : 


Toute suite croissante majorée converge. On dispose d’un énoncé analogue pour les suites décroissantes. 


Travaux pratiques 


Exemples d'emploi de majorations et d’encadrements d’une 
fonction par des fonctions plus simples (recherche de valeurs 
approchées en un point, recherche de limites...). Exemples 
d'emploi d’inégalités sur les dérivées pour l’obtention de telles 
majorations. 


Étude du comportement de suites de la forme 
(encadrement, monotonie, limite). 


u, = fn) 


Exemples d’étude du comportement de suites définies par une, 


relation et une condition initiale. 


ui SJ (,) 


Exemples d'emploi de suites pour l’approximation d’un nombre. 


Calcul intégral 

Exemples d'encadrement d’une intégrale au moyen d’un enca- 
drement de la fonction à intégrer; exemples d’applications à 
l’obtention d’encadrements d’une fonction. 


Pour tous les problèmes de majoration, d’encadrement et 
d’approximation des fonctions, des indications doivent être 
données sur la méthode à suivre. L'exploitation, sur des exemples 
simples tels que e*, In(1 + x), sin x, du théorème sur le sens de 
variation, appliqué aux dérivées d'ordre convenable d’une fonc- 
tion auxiliaire, constitue un outil intéressant. Cependant aucun 
énoncé sur les majorations tayloriennes n’est au programme, et 
il n’y a pas de catalogue de situations classiques à mémoriser. 


Certaines études de comportement asymptotique mettent en jeu 
des formes indéterminées : on se limitera à des exemples simples 
et, en dehors des cas figurant explicitement au programme 
(comparaison des suites de références), des indications doivent 
être fournies sur la méthode à suivre. 


Toute étude de ce type de suite devra comporter des indi- 
cations sur la méthode à suivre. 


Sur les exemples étudiés on mettra en évidence différentes 
étapes : construction d’un algorithme d’approximation au moyen 
d’une suite, étude de cette suite, obtention de la précision visée. 


On se limitera à des exemples très simples et des indications 
pour l’encadrement de la fonction à intégrer doivent être fournies. 


Pour conclure, signalons que les élèves disposeront désormais d'un FORMULAIRE lors de 
l'épreuve du baccalauréat. Le prétexte est l'utilisation par certains élèves de la calculatrice 
comme aide-mémoire lors des épreuves d'évaluation. Ainsi de replâtrage en replâtrage, les 
enseignants ont l'impression, c'est un euphémisme, que ce travail de modification des 
programmes se fait sans ligne directrice. Il semble que l'unique préoccupation soit l'aspect 
quantitatif de la restructuration des Lycées : il faut permettre au plus grand nombre d'accéder 
au baccalauréat, quelque soit la perte de signification de celui-ci pour continuer des études 
post- bac, courtes ou non. 
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IV PROGRAMME D'ANALYSE DE JUIN1997' 


Dans le texte officiel du programme de TS, du B.O. Hors- série N°4 publié le 12 juin1997, 
je retiens dans $ IV sur : "Objectifs et capacités valables pour l'ensemble du programme", 
les sous paragraphes 7 et 8. 


7 - Formation scientifique 


Les capacités d’expérimentation et de raisonnement, d’imagination et d’analyse critique, loin d’être incompatibles, doivent être dé- 
veloppées de pair : formuler un problème, conjecturer un résultat, expérimenter sur des exemples, bâtir une démonstration, mettre en 
œuvre des outils théoriques, mettre en forme une solution, contrôler les résultats obtenus, évaluer leur pertinence en fonction du pro- 
blème posé, ne sont que des moments différents d’une même activité mathématique. Dans ce contexte, la clarté et la précision des rai- 
sonnements, la qualité de l’expression écrite et orale constituent des objectifs importants. Cependant la maîtrise du raisonnement et du 
langage mathématique doit être placée dans une perspective de progression. On se gardera donc de toute formalisation excessive, aus- 
si bien pour les énoncés que pour les démonstrations. En particulier, le vocabulaire et les notations ne sont pas imposés a priori ; ils 
s’introduisent en cours d’étude selon un critère d’utilité. 


8 - Raisonnement, vocabulaire et notations 


Il est important, dans la formation des élèves, que soit toujours bien précisé le statut des assertions qui interviennent dans le discours 
mathématique : données d’un problème, définitions, théorèmes (démontrés ou admis). Les démonstrations étudiées en cours et les ré- 
solution de problèmes seront l’occasion d’entraîner les élèves à la pratique des modes usuels de raisonnement : équivalence logique, 
implication, contraposition.…. Les élèves doivent connaître et peuvent utiliser les symboles = et &, mais il convient d’éviter tout re- 
cours systématique à ces symboles. 

L'étude de certaines situations peut comporter un raisonnement par récurrence. En classe de première, on se bornera à des cas très 
simples et aucune capacité n’est exigible des élèves dans ce domaine ; en terminale, on amènera les élèves à conduire et à rédiger des 
raisonnements par récurrence (passage de n à n +1, passage de 1, 2..., n à n+1,...). On évitera la mise en forme de récurrences dans les 
cas évidents et on s’abstiendra de toute considération théorique sur le principe de récurrence. 

Enfin, on aura le souci de se limiter à un vocabulaire modeste et à quelques notations simples. À ce qui figure au programme de seconde 
s’ajoutent en première, outre les notations indiquées dans les différents chapitres, le complémentaire d’une partie (noté CA ou À), la 
notion d'application d’un ensemble dans un autre, de composée de deux applications (notée g of), de bijection d’un ensemble sur un 
autre et de bijection réciproque (notée f !). La notion de bijection est introduite à propos de l’étude des transformations (translations, 
symétries.) et des équations de la forme f(x) = À. En revanche, même en terminale, les notions d’injection et de surjection sont hors 
programme, et tout développement sur le vocabulaire des ensembles et des applications est exclu. 


V - PROGRAMME DE TERMINALE SCIENTIFIQUE 
Dans ce texte les parties spécifiques à l’enseignement de spécialité sont différenciées par l’utilisation de caractères italiques. 


1 - Analyse 

Le programme d’analyse porte essentiellement sur les fonctions numériques, en relation avec l’étude de situations continues. L'objectif 
principal est d’exploiter la dérivation et l'intégration pour l’étude globale et locale des fonctions usuelles et de fonctions qui sont 
construites à partir de celles-ci par des opérations simples. Quelques problèmes d’importance majeure fournissent un terrain pour cet- 
te étude : variations, extremums, équations et inéquations, comportements asymptotiques, calcul de grandeurs géométriques. 
Quelques notions sur les suites complètent le programme d’analyse dans le seul but de permettre l’étude de situations discrètes sur 
des exemples simples, ainsi que la construction et l’étude d’algorithmes d’approximation (solution d’une équation, grandeur géo- 
métrique, .…). 

Pour l’ensemble du programme d’analyse, il convient d’exploiter aussi bien les aspects qualitatifs (monotonie, convergence...) que 
les aspects quantitatifs (majorations, encadrements, vitesse de convergence, approximation à une précision donnée...). 

En outre, on exploitera largement des situations issues des sciences biologiques et physiques, de la géométrie et de la vie économique 
etsociäle en marquant les différentes phases : modélisation, traitement mathématique, contrôle et interprétation des résultats. De mé- 
me, on exploitera systématiquement les interprétations graphiques des notions et des résultats étudiés et les problèmes numériques 
qui sont liés à cette étude. à 

Enfin, il revient au professeur d’organiser l’enseignement des divers points du programme concernant les suites et les fonctions : l’ordre 
adopté dans le texte qui suit correspond à une simple commodité de rédaction. 

1 - Fonctions numériques : étude locale et globale | 

Pour l’étude des fonctions, on s’appuiera conjointement sur les interprétations graphiques y = f(x) et cinématiques x = f(t). On pren- 
dra des exemples dans les autres disciplines (signaux relatifs à l’évolution d’une intensité, d’une différence de potentiel..., évolution 


! Ce sont les derniers du siècle pour la Terminale S 
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d’une population, d’un taux de concentration.…). 

Les résultats fondamentaux sont énoncés dans le cadre des fonctions définies sur un intervalle. Pour l’essentiel, il porte sur le cas des 
fonctions bien régulières sur cet intervalle (c’est-à-dire possédant des dérivées jusqu’à un ordre suffisant), ce qui permet d'exploiter les 
outils du calcul différentiel. Quelques énoncés sur les limites figurent au programme : ils ne constituent pas un objectif en soi, mais vi- 
sent uniquement à faciliter, le cas échéant, l'étude du comportement aux bornes de l'intervalle et notamment du comportement asymp- 
totique au voisinage de l'infini. Il n’y a pas lieu de multiplier les exemples posés a priori et on se gardera de tout excès de technicité. Dans 
certains exemples, l’ensemble de définition est une réunion d’intervalles ; on se ramène alors à une étude portant sur chacun de ces in- 
tervalles. Le plus souvent, l’ensemble de définition sera indiqué ; on évitera les exercices de recherche a priori de cet ensemble. 

Les fonctions étudiées dans le cadre du programme sont dérivables par intervalles. C’est donc au théorème des valeurs intermédiaires 
énoncé en classe de première que l’on se réfère, notamment pour résoudre une équation du type f(x) =X et pour définir une fonction ré- 
ciproque. Ces divers travaux seront l’occasion de donner une première approche non formalisée d’une fonction continue sur un inter- 
valle ou d’une fonction discontinue en un point. Mais la notion de continuité demeure en dehors des objectifs du programme. 

Pour la notion de limite, le point de vue adopté reste le même qu'en première. Les définitions par (e,ct), (£,A)....sont hors programme. 
A travers les exemples étudiés, on soulignera le caractère local de la notion de limite, mais tout exposé sur la notion de propriété loca- 


leestexclu. 
a) Énoncés usuels sur les limites (admis) 


eComparaison 
- Si, pour x assez grand, 


fG)>u(x)etsi lim u(x)=+calors lim f(xX)=+0; 
Xe X—H0 


énoncé analogue lorsque f(x) < v(x) et lim v(x)=- 0. 
Xe $ 


- Si, pour x assez grand, 
|f-L| Su(x)etsi lim u(x)=0, alors lim f(x}=L. 
Xe Xe 


- Si. pour x assez grand, 
u(x)<flx) <v(xjetsi lim u(x)= lim v(x)=E, 
Xe Xx—+c0 


alors lim f{x)=L. 
X—}+e 


eCompatibilité avec l’ordre : 
Si, pour x assez grand, f(x) <g(x)etsi lim f(x) =L 
X—}Ho0 


et lim g(x)=L',alorsL<E”. 
X=ÿhoo 


e Limite d'une fonction composée : 
Si lim f(x)=betsi lim g(y}=À. 
x—a y—b 


(où a, b, À sont finis ou non), alors lim (gof)(x)=A. 
X—a 


b) Calcul différentiel 
Dérivation d’une fonction composée. 


Application à la dérivation de fonctions de la forme w,ne Z, 
expu,Inuetu”,e R. 


Dérivées successives ; notations f”, f”.... 


e Inégalité des accroissements finis : 

étant donné une fonction f dérivable sur un segment 
-sim<f’<Metsia<b. 

alors m(b - a) < f(b)- f(a) < M - a): 

-si lf’ <M, 

alors |f(b)-f(a)| <M Îb-a|. 


ePrimitives d'une fonction sur un imervalle 

Définition, Deux primitives d'une même fonction diffèrent 
d’une constante. Primitives des fonctions usuelles par lecture 
inverse du tableau des dérivées. 


c) Fonctions usuelles 
- Fonction logarithme népérien et fonction exponentielle ; 


L'objectif est d'apprendre aux élèves à mettre en œuvre, sur des 
exemples simples, ces énoncés et ceux donnés en première 
concernant les opérations algébriques. 


De manière générale, dans la plupart des situations de 
majorations et d’encadrements intervenant dans le programme 
d'analyse, les inégalités larges suffisent ; les inégalités strictes 
doivent être réservées aux cas où elles sont indispensables. 


Bien entendu, cet énoncé, condensé pour faciliter la 
mémorisation, recouvre plusieurs cas qu’il convient de 
distinguer clairement et d'illustrer à l’aide d’exemples. 


La démonstration de cette règle n’est pas au programme, mais 
on mettra en valeur l'idée fondamentale qui conduit au résultat : 
on conserve les termes d’ordre 1 et on néglige les autres. 


En liaison avec les sciences physiques, on donnera aussi les 
notations, =... 

dx’ dx? 
Ces résultats sont déduits de l’énoncé admis en classe de 
première sur le sens de variation des fonctions. 


Le théorème de Rolle et la formule 
f(b)-f{a)=(b-a}f'(c) 
sont en dehors du programme. 


On ne soulèvera pas de difficulté sur l'existence des primitives. 
On admettra en particulier que toute fonction dérivable sur un 
intervalle admet des primitives sur cet intervalle. 


Le mode d'introduction des fonctions In etexp n’est pas 
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notation In etexp. Relation fonctionnelle, dérivation, 
comportement asymptotique. Approximation par une fonction 


affine, au voisinage de O, des fonctionsh+--exphethr in (1+h). 


Nombre e ; notation e*. Définition de a? (a strictement positif, 
bréel). 


Résolution de l’équation différentielle y "= ay, où aestun 
nombre réel : existence et unicité de la solution vérifiant 
une condition initiale donnée. 

- Fonctions puissances x -+x" (x réeletnentier)etx-x" 
(x strictement positif et o réel). Dérivation, comportement 
asymptotique. 


Casoùo= 1 (n entier strictement positif) ; notation Vx (x positif). 


- Fonctions circulaires sinus, cosinus et tangente. 

Résolution de l'équation différentielle y + ay =0, où @ 

est un nombre réel : existence et unicité (admises) de la solution 
vérifiant des conditions initiales données. 


Croissance comparée des fonctions de référence 
XHEXPX, XX", x + 1n x au voisinage de +: 


lim EXPX +, lim x*.exp(-x)=0, 
Xe X Xe 


: .. Inx 
sio>0, lim yçy& =0. 
Xe 


d) Notions sur les suites numériques 
eÉnoncés usuels sur les limites (admis) 


- Comparaison, compatibilité avec l’ordre. 

- Somme, produit, quotient. : 

- Image d’une suite par une fonction : étant donné une fonction f 
définie sur un intervalle Let une suite (u,,) de points de 

E si lim u, = a (finie ou non)etsi lim f(x}=À (finie ou non), 
alors lim f(u,) =. tés 


Suites définies par récurrence. 


imposé. L'existence et la dérivabilité de ces fonctions peuvent 
être admises. En revanche, les propriétés des fonctions In et 
exp feront l’objet de démonstrations. 


En liaison avec l’enseignement d’autres disciplines, on 
mentionnera la fonction logarithme décimal x > log x. 


Hormis les deux exemples de l’exponentielle et de la racine n°" 
Fétude des fonctions réciproques n’est pas au programme. 


Les élèves doivent avoir une bonne pratique des représentations 
graphiques des fonctions étudiées dans ce paragraphe et savoir 
en déduire celles des fonctions directement apparentées, telles 
que 

tr cosot, tre, tra 


Certaines études aux bornes mettent en jeu des formes 
indéterminées. S’il s’agit d’une étude en + « ou en - +, aucune 
autre connaissance que celles mentionnées ci-contre n’est 
exigible des élèves ; dans le cas d’une étude en un point a, on se 
limitera à quelques exemples se résolvant très simplement à 
l’aide du nombre dérivé en ce point d’une fonction usuelle ; 
aux épreuves d'évaluation, des indications seront données sur 
la méthode à suivre. 


Le programme se place dans le cadre des suites définies pour 
tout entier naturel. L'étude générale des opérations sur les suites 
n’est pas au programme. 


Les énoncés ci-contre sont calqués sur ceux relatifs aux 
fonctions. L'objectif est d'apprendre aux élèves à les mettre en 
œuvre sur des exemples simples. Les élèves doivent connaître 
les limites et les comportements asymptotiques comparés des 
suites (In n); (a”), a réel strictement positif ; (n°), & réel. 


Pour la définition de suites par récurrence, on prendra un point 
de vue très intuitif : Étant donné une fonction f laissant stable 
un intervalle I, le choix d’un point c de I définit une suite (u,) 
d'éléments de Itelle que u= cet, pourtoutn20,u,,, =f(u,). 
Aucune difficulté ne peut être soulevée sur l’existence et 
l’unicité de cette suite. 


Travaux pratiques 


Obtention des valeurs d’une fonction d’une variable à l’aide 
d’une calculatrice. 


Étude du sens de variation d'une fonction, détermination de 
son signe, recherche des extremums. Détermination de la 
position de la courbe représentative par rapport à une 

de ses tangentes. 


Recherche de la limite d’une fonction polynôme ou d’une 
fonction rationnelle en ++ ou en -c, 


Exemples de recherche d’asymptotes ; exemples d’étude du 


Dans l’ensemble des travaux pratiques, on exploitera largement 
des situations issues des sciences physiques et biologiques. 


En classe, on pourra également déterminer des valeurs d’une 
fonction grâce à un tableur. 


La résolution de certaines questions nécessite l’étude d’une 
fonction auxiliaire ; aux épreuves d'évaluation, cette fonction 
sera indiquée. Pour déterminer la position d’une courbe par 
rapport à une de ses tangentes, on étudiera les variations de la 
dérivée, ce qui peut nécessiter la considération de la dérivée 
seconde. Mais aucune connaissance de la relation entre 
concavité de la courbe et dérivée seconde n’est exigible 

des élèves. 


L'étude d’asymptotes verticales utilise les résultats usuels sur 
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comportement local ou asymptotique d’une fonction. 


Tracé de la courbe représentative d’une fonction. 


Lecture de propriétés d’une fonction à partir de sa représentation 


Étude d'équations f(x) =À ou d’inéquations f(x) <A. 


Exemples d’étude de situations décrites au moyen de fonctions 
(issues de la géométrie, des sciences physiques et biologiques, 
de la vie économique et sociale.) 

Obtention des termes d’une suite à l’aide d’une calculatrice. 
Exemples de recherche de solutions approchées d’une équation 


numérique, et notamment d’approximations d’un point fixe 
d’une fonction f à l’aide d’une suite de la forme u.., = f(u.). 


Exemples d'emploi de suites pour l'approximation d’un nombre, 


2- Calcul intégral 


L'objectif est double : 


les limites. Pour l'étude des comportements asymptotiques 

en + (ou en -<e), on exploitera la comparaison de la fonction 
donnée f àune fonction plus simple s telle que lim (£-g)=0 ;en dehors 
du cas des asymptotes horizontales, la fonction g devra être 
clairement mise en évidence sous la forme 

fo =£g(x)+h (©, avec limh=0 (oulimh=0). 


Étant donné une fonction f strictement monotone sur I, et un 
élément o de I tel que f(c) = 0, les élèves doivent savoir comparer 
@« à un élément donné f de I en utilisant le signe de f(B). 

Pour des fonctions dérivables sur un intervalle, on justifiera la 
résolution à l’aide du théorème des valeurs intermédiaires vu en 
classe de première. À contrario, on pourra rencontrer à propos 
de telles équations l’idée intuitive de discontinuité d’une 
fonction en un point. 


On s’attachera à interpréter les résultats (variations, signe, 
extremums, comportement asymptotique,.…). On étudiera 
quelques problèmes d’optimisation. 


On pourra, sur des exemples, explorer et itérer l’une ou l’autre 
méthode (dichotomie, tangente, interpolation linéaire...) mais 
aucune connaissance sur ces méthodes n’est exigible des élèves. 
Dans le cas de l’approximation d’un point fixe « de f, on 
s’aidera d’une étude graphique et on soulignera l'intérêt 
ea et numérique) d’une inégalité du type : 

f-al <k|x-al,oùk<i. 


Sur les exemples étudiés, on mettra en évidence différentes 
étapes : construction d’un algorithme d’approximation au 
moyen d’une suite, étude de cette suite et de la précision de 
l’approximation. 


- Familiariser les élèves avec quelques problèmes relevant du calcul intégral et qui, en retour, donnent du sens à la notion 
d’intégrale : calcul de grandeurs géométriques (aires, volumes, …), de grandeurs physiques (calcul de la distance parcourue connais- 


sant la vitesse, valeur moyenne, valeur efficace, …). 


- Fournir aux élèves le symbolisme du calcul intégral et exploiter, sur des exemples simples, les propriétés élémentaires de l’intégra- 


le pour l’étude de fonctions. 


On combinera les activités de calcul exact d’intégrales (qui mettent en œuvre le calcul de primitives) et les activités d'encadrement et 
de calcul approché (qui, de façon complémentaire, exploitent les idées géométriques à partir d’interprétations graphiques). 


a) Intégrale d’une fonction sur un segment 


Définition de F f(t) dt à partir d’une primitive F de f. 


Dans le cas d’une fonction positive, interprétation graphique 
de l'intégrale à l’aide d’une aire. 


b) Propriétés de l'intégrale 

Relation de Chasles. 

eLinéarité : A 

l'f+ Bab a=o [roat+8 [s@ at. 


ePositivité: sia<betf2>0, alors frod>o; 
intégration d’une inégalité. 


De la définition, il résulte que, si a est un point d’un intervalle I, 
la fonction x — [ “f{t) dt est l'unique primitive de f sur I prenant 
la valeur zéro au point a. 


La notion d’aire est admise ainsi que ses propriétés 
élémentaires. Les élèves doivent connaître l’aire des domaines 
usuels : rectangle, triangle, trapèze, secteur d’un disque. 


Il convient d’interpréter en termes d’aires certaines de ces 
propriétés (relation de Chasles, intégration d’inégalités, valeur 
moyenne d’une fonction, …) afin d’éclairer leur signification. 
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eInégalité de la moyenne : 
-Sim<f<Meta<b, alors 

RUE Ff(Odt<M(b-a). 

-Si [FT <M,alors| rat |<M. |b-al. 
Valeur moyenne d’une fonction. La notion de valeur moyenne est à relier à l’enseignement 
de la physique. 

c) Techniques de calcul 


- Lecture inverse de formules de dérivation : primitives 

des fonctions de la forme ; 

tr f'(at+b), (expu)u’, uv’, où ,oe R,oz-1, et (u étant 
à valeurs strictement positives) ; 


Les élèves doivent savoir reconnaître si un exemple donné 

de fonction est de l’une de ces formes. Ils doivent aussi savoir 
exploiter une périodicité ou une symétrie pour le calcul 
d’intégrales, mais toute formule de changement de variable est 


ue hors programme. 
- Intégration par parties. 


Travaux pratiques 
On s’en tiendra à des exemples simples. Toute intégration par 
parties doit faire l’objet d’une indication. 


Exemples de calcul d’intégrales à l’aide de primitives et 
par intégration par parties. 

Exemples de calcul de valeurs approchées d’intégrales. On pourra, sur des exemples simples, décrire et appliquer 
quelques méthodes usuelles (rectangles, point milieu, trapèzes), 
| mais aucune connaissance n’est exigible sur ces méthodes. 
Calcul d’aires planes à l’aide du calcul intégral. 

Il est intéressant de retrouver les formules connues du volume 
d’une boule, d’un prisme, d’un cylindre, d’une pyramide, d’un 
cône. Pour le calcul d’autres volumes, des indications sur le 
calcul de S(z)} seront données aux épreuves d'évaluation. 


. . Ge 
Application de la formule V = [ S (2) dz au calcul du volume 
de solides usuels. 


Exemples simples d’emnploi de calcul intégral pour le calcul 


Ù À cal Aucune connaissance spécifique sur ces questions n’est 
de grandeurs géométriques, mécaniques ou physiques. 


exigible et toutes les indications utiles doivent être fournies. 


Exemples simples d’encadrement d’une intégrale au moyen 
d’un encadrement de la fonction à intégrer. 


Programme de l'enseignement de spécialité en 1997 


1- ARITHMÉTIQUE. ue 11- GÉOMÉTRIE PLANE 


L’arithmétique mérite de tenir une place dans la série scientifi- 
que, pour l’enseignement de spécialité, en raison de son impor- 
tance dans le développement des mathématiques. L'objectif est 
de donner aux élèves un minimum cohérent de notions élémen- 
taires permettant F’élaboration d’algorithmes simples et fonda- 
mentaux et l'introduction d’applications diverses à l’intérieur 
et en dehors du domaine mathématique. 


Divisibilité dans Z : diviseurs, multiples d’un entier. 


Nombres premiers. Existence de la décomposition d’un entier 
naturel en produit de facteurs premiers. Existence d’une infi- 
nité de nombres premiers. 


Division euclidienne et -algorithme d’'EUCLIDE. Plus grand 
commun diviseur et plus petit commun multiple de deux 
entiers naturels. Entiers premiers entre eux. 


Théorème de BEZOUT, théorème de GAUSS. 


Travaux pratiques 


Mise en œuvre de l’algorithme d’essai de division par les nom- 
bres premiers successifs pour reconnaître si un entier donné est 
premier. Crible d'ERATOSTHÈNE. 


Sur des exemples, utilisation de la division euclidienne pour 
obtenir des critères de divisibilité. 


Exemples de changements de base de numération. 
Calculs de PGCD et PPCM. 


Exemples de résolution dans Z d’équations du type 
au + br = d , où d est le PGCD des entiers a et b. 


l.. Isométries fixant un point O 


+ Rotations de centre O. 
+ Symétries axiales dont l’axe passe par ©. 


2.. Similitudes directes fixant un point ©... 


+ Homothéties de centre ©. 

+ Composées d’une homothétie et d’une rotation toutes deux 
de centre ©. 

Interprétation à l’aide des nombres complexes. 


3. Déplacements et antidéplacements ..….. 


a) Théorème de décomposition d’une translation et d’une rota- 
üon en produit de deux symétries axiales. 
b) Interprétation géométrique de : 

z az +betdez-az+b 


dans le cas où |æ| = 1. 
c) Composées de translations et rotations, composées d'une 
translation et d’une symétrie axiale. 


4,. Homothéties et translations 


Composées de telles transformations. 


Travaux pratiques 


Exemples d'emploi des transformations planes pour l'étude de 
configurations, la recherche de lieux géométriques et la résolu- 
tion de problèmes de construction. 

Exemple d'étude des isométries laissant invariante une confi- 
guration du plan (triangle équilatéral, carré, rectangle...). 
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COMMENTAIRE personnel. 

Dans le texte du programme obligatoire, tout ce qui est dit aux $7 et 8 est très louable et on ne 
peut qu'acquiescer ; mais lorsque qu'au $7 on parle de "bâtir une démonstration", la pratique 
ne suit pas, les concepteurs, dans la colonne de droite des textes conseillent d'admettre la 
quasi-totalité des théorèmes. Contrairement à certains, je pense que pendant les activités 
préparatoires, intéressantes en elles-mêmes, et les travaux pratiques où sont posés des 
problèmes souvent très pertinents, si l'on y raisonne, j'en conviens, on ne réalise pas 
véritablement une démonstration. C'est à dire "on ne donne pas les raisons de la vérité de 
propositions en s'appuyant sur des axiomes ou propriétés déjà connues". Bien entendu lors 
des activités préparatoires ou les Travaux pratiques, les élèves pratiquent le raisonnement 
déductif, par l'absurde, par contraposée, par disjonction des cas ou par récurrence mais ils ne 
démontrent pas. Là démonstration, "constitutive des mathématiques", consiste à rendre 
évident ce qui ne l'était pas initialement, à l'issue d'un processus déductif. Alors ensuite, il 
devient légitime d'utiliser "ces nouvelles évidences" pour résoudre des problèmes : c'est la 
méthode mathématique par excellence. Or que se passe-t-il dans le cadre de ce cours ? Les 
théorèmes importants d'analyse et qui sont souvent difficiles à démontrer, tout le monde en 
convient, sont énoncés clairement et admis systématiquement dans la pratique de la plupart 
des classes de T.S. 

Ainsi, l'élève passe directement d'une étape initiale expérimentale, appelée "activité 
préparatoire", à l'application des théorèmes admis dans le contexte des "travaux pratiques”. 
L'habitude étant prise, il finit par ne plus comprendre la nécessité d'une démonstration, c'est 
ce que nous disent la plupart des enseignants en post-bac. 

Pour me résumer, le travail réalisé par l'élève est bien "une activité" de réflexion très riche, 
mais on ne peut dire à coup sûr que c'est une activité mathématique, il manque le maillon 
essentiel de la démonstration. C'est grave, car l'enseignement se réduit à la réalisation d'un 
"contrat didactique" qui s'apparente à un apprentissage et repousse toute formalisation après le 
Baccalauréat ; ce qui a pour effet de mettre l'élève dans un embarras où il ne distingue plus le 
vrai du faux. Il est tentant de dire : qu'importe puisque le contrat est rempli, il sait faire tel ou 
tel type d'exercice. 

Donc, et c'est un avis personnel, tout ce qui est dit au paragraphe 7 et 8 ressemble à des vœux 
pieux qui ne sont pas réalisés sauf peut-être dans de grands Lycées privilégiés qui a eux seuls 
ne peuvent constituer "l'Ecole de la République”. 

a) La propriété admise sur "toute suite monotone et bornée converge" est désormais 
hors programme, même en spécialité Mathématique de la TS. Elle permettait de donner un 
statut provisoire des nombres réels accessible aux élèves par les intervalles emboîtés. Alors, 
pourquoi désormais développer un enseignement des suites, même très allégé, mais dont les 
ambitions demeurent. En effet la dichotomie, la méthode des tangentes ou du point fixe 
approchent un zéro de fonction qui n'est pas en général un décimal ni un rationnel ; mais 
quelle est donc la nature mystérieuse de ce zéro ? Il y a là une contradiction, elle est 
certainement due à l'impossibilité de conjuguer un enseignement de masse avec des 
programmes gardant en analyse la cohérence et les objectifs définis en 1983. Ceci conforte 
l'élève dans ce qu'il voit sur sa calculatrice : seuls existent les nombres décimaux. Hélas cette 
assertion restera vraie pour lui très longtemps même s'il "fait encore des math” après la 
terminale. 

b) L'usage des calculatrices est précisé avec force dans les textes. Elles permettent 
la recherche d'un équilibre entre une analyse qui serait uniquement qualitative comme en 
1972 et l'aspect “qualitatif”, préoccupation nettement présente dès 1983 comme je l'ai déjà 
dit. Notons à ce propos que l'obtention des valeurs d'une fonction ou d'une suite sont déjà 
programmés dans les calculatrices de plus en plus performantes. Donc il n'y a pas lieu d'initier 
l'élève à la moindre phase de programmation, ni de montrer par là l'aspect logique du 
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fonctionnement de ces outils. Par ailleurs sous le prétexte fondé que la majorité des fonctions 
étudiées au Lycée sont continues, la continuité d'une fonction f en un point et sur un intervalle 
est évacuée du discours. En premier lieu c'est bien gênant dans la mesure où ce concept de 
"continuité de f en un point a” est le seul moyen de justifier la validité des résultats annoncés 
par les calculatrices pour le calcul de f(a). En effet, ne pouvant entrer l'irrationnel a dans la 
calculatrice, on entre un décimal x, valeur approchée de a : la question est alors : ” pour que 
f(x,) soit une valeur approchée de f(a) à une précision donnée 10°” avec quelle précision 10” 
faut-il choisir x,?" Si f est continue en a, il est possible de répondre, sinon le calcul n'est pas 
légitime. En second lieu, le concept de continuité en un point où sur un intervalle est 
nécessaire pour "faire des démonstrations" en analyse et pour énoncer les théorèmes 
importants sur les fonctions. 

Alors faut-il considérer que lim f(x, +h) = f(x,) est une propriété triviale en terminale? C'est 


possible dans le cadre progressif de l'acquisition d'un savoir, encore faut-il que la propriété 

"triviale ” soit identifiée par l'expression ” f est continue en x," et l'interprétation graphique 

avec un rectangle de centre M,(x,,f(x,)). 

Les fonctions étudiées étant dérivables, la dérivabilité de f en un point étant explicitée, la 

propriété limf(x, +h)=f(x,)est une conséquence immédiate, c'est le moyen de palier à 
h—0 


l'absence de la notion de continuité, pourtant, à l'exception de la collection Terracher, on ne 
retrouve pas ce moyen dans les manuels assurant ce programme. 

Le fait en lui-même d'étudier les fonctions possédant des propriétés plus riches que nécessaire 
à un niveau d'étude donnée est une démarche pédagogique courante, notamment dans les pays 
anglo-saxons. Dans le cadre d'un cours destiné à des scientifiques et dont l'essentiel de la 
force se trouve dans le corpus d'analyse c'est réduire à peu les ambitions et reconnaître que la 
TS ne permet plus d'accéder à l'excellence pour le plus grand nombre. 

L'absence du concept de continuité sur un intervalle rend caduque les énoncés des théorèmes 
d'analyse qui depuis 1963 conduisait à l'image d'un intervalle et aux fonctions réciproques. 
Les théorèmes énoncés sur ‘les fonctions dérivables et telles que f '(x) > 0" seront vite 
obsolètes. 

c) Enfin, répétons le : il y a très peu de démonstration, et pour cause, nous ne 

disposons plus des propriétés qui permettaient d'en construire, comme par exemple celle qui 
justifie l'existence et le calcul du zéro d'une fonction. Je le redis en conclusion, tout ceci 
conduit l'élève à penser qu'il "fait des mathématiques" alors que progressivement toute 
rationalité a été évacuée, il ne fait qu'appliquer des recettes et souvent pratiquer le 
"psittacisme”. 
Dans la suite du chapitre, je donne des extraits de manuels portant sur limites, les dérivées et 
calcul intégral ; je n'ai pas repris les suites car leur développement lors de l'étude de la 
réforme de 1983 a peu évolué. Je n'ai pas choisi un manuel qui adopte comme la plupart une 
interprétation minimaliste des textes. Je ne suis pas pessimiste par nature, sinon je n'aurais pas 
entrepris ce travail. C'est pourquoi dans le paragraphe suivant, les extraits proviennent d'un 
manuel choisi dans la "collection Terracher" qui est devenue, au fil des ans ” l'ouvrage de 
référence" en terminale. Il respecte la lettre des programmes en essayant, sur beaucoup de 
sujets, de donner une certaine épaisseur sémantique aux concepts développés en T.S. C'est la 
preuve que les choses peuvent changer à l'avenir dans l'enseignement de l'analyse au Lycée. 
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V Extraits d'un manuel de l'application du programme de 1997. Il s'agit de "Math 
enseignement obligatoire" de la Collection Terracher, publié chez Hachette en 1998. Cette 
collection est considérée depuis plusieurs années comme produisant les ouvrages de 
référence que l'on retrouve à chaque à chaque période de l'histoire. Pierre-Henri Terracher est 
un universitaire de Bordeaux qui s'est intéressé très tôt dans sa carrière, notamment dans le 
contexte des IREM, à l'enseignement dans le secondaire. Il est actuellement, en 2009, 
directeur de l'Irem de Bordeaux. 


$1 Notion de limite 
Document1 (Collection Terracher) 


3. L'expression lim f(x) = € (a fini ou infini, { réel) se traduit aussi par : 
X — à 


lim (fr) -6)=0 où f(x) = É + e(x), 


X — 4 


avec lim ç(x)=0. 
X— 4 


4. Certaines fonctions n’admettent pas de limite ; c’est le cas de x cos x et xr> sin x 
en +, 
Nous admettons le résultat suivant : 


Théorème l 


Si une fonction f. définie sur un intervalle contenant a, est dérivable en a, alors elle 
admet une limite en a. 


Il résulte alors de la remarque 2 que, si f est dérivable en a, alors lim f(x) =f(a). 


Dégageons-en une conséquence pratique importante : 

: a à P(x 
lorsque f est l’une des fonctions suivantes : x +> P(x} (P polynôme), x Ga (Pet O 
polynômes), x > Jax +b ,xr- sin (ax + b) , ou encore la somme, le produit, le quo- 
tient de telles fonctions, alors, pour tout point a de l’ensemble de définition de f, on a : 


lim f(x) =f(a) . 
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Le point sur les limites 


|. GÉNÉRALITÉS 


Fonctions usuelles 


Les résultats suivants font référence dans de très nombreuses situations : 


+ f(x) = x ; x? RS RM ST ET 


Le db D, cl 
RS SA ne tee ee 
XX A Jr 
0) = Sa es SIME ue atbmntant 
; fu) = TZ PE PE TOOLS DES Cet E TC UE 
Remarques. 


1. La question : « f admet-elle une limite en a ? » (a réel) ne sera posée que dans deux cas : 


+ fest définie en a ; 


* sinon, a est une borne d’un intervalle où f est définie, 
De même, la question : « f admet-elle une limite en + < ? en — + ? » n’a de sens que lorsque 
f est définie sur un intervalle du type [M, + +[ (ou ]- +, M }). 


one lim f(x) =1. 


sn re lim f(x)=+0,. 


X + 
os lim f(x)=0. 
à lim f(x) =0. 

xt 


xt 


Choix de trois exercices 


2 Avec une majoration 
: : X COS X 
Soit f la fonction x : 
1 + x? 
Trouver un réel M > 0 telque |xf{x)| & M , pour tout réel x. 
En déduire le comportement de fen + etc. 


28 Vrai ou faux ? 

La droite d’équation x=3 est une asymptote verticale à la 
courbe représentative de la fonction : 

2x7 —x-— 15 


Xr> 
x—3 


LE Info, fonction catastrophe » au sens suivant : dans le cal: 
cul de valeurs approchées, une faible variation de x donne und 


29 Catastrophe ! 


Onpose f{x) = 6 
2 

1) À l’aide de la calculatrice, donner une valeur approchée dd 
(50 +x2} , puis de f(x), pour : 

x=0,6 ;0,5 :0,4:0,3 ; 0,2 ; 0,1 ; 0,01. 
Peut-on conjecturer la limite de f en zéro ? 
2) En développant (50 + x2)2, simplifier l'expression dé 
f(x), pour x # 0 . Calculer alors la limite de f en zéro. 
3) Vaincre la tentation de se débarrasser de la calculatrice. 


La fonction f de l'exercice précédent est une 


variation considérable sur la valeur approchée de f(x) (ains 
pour x=0,4, f(x) = 100,044, pour x =0,3 , une calcula 
trice à douze chiffres affiche f(x) = 0 ). René THOM, mathé 
maticien français contemporain, est l’auteur de la Théorie de 
catastrophes, pour laquelle il obtint, en 1958, la médaillq 
FIELDS - l'équivalent du NOBEL en mathématiques. 
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REMARQUE 1 

Le cours sur les limites, essentiellement une reprise du cours de 1°S, témoigne parfaitement de 
l'application des textes de 1997, lesquels sont identiques à ceux de 1994. Le comportement en 0 des 
fonctions de référence, justifié par des activités préparatoires, permettra dans la suite d'établir des 
conditions suffisantes pour prouver l'assertion limf(x) =/ en majorant | f(x)-/| au voisinage du réel 


a par une fonction de référence. 

C'est en 1997 que l'on a, maladroitement à mon sens, j'ai dis pourquoi au paragraphe précédent 

($ VIL Commentaire des textes du programme), écarté le concept de fonction continue en un point 
et sur un intervalle. De façon très pertinente, ce n'est pas souvent le cas dans les manuels de cette 
époque, les auteurs ajoutent immédiatement un outil pertinent sur les limites en faisant remarquer 
que si f est dérivable en a (programme de 1°$S) alors elle admet une limite finie en a égale à f(a). 

En effet : f(a+h)= f(a) + Ah +he(h) et lim .E(h) =0 entraîne lim f(x)= f(a). 


Le manuel utilise ce moyen pour en déduire immédiatement les résultats habituels sur les limites de 
polynôme ou de fonctions rationnelles en a réel. 
Quant au choix restreint et assez arbitraire d'exercices que je donne ci-dessus, il justifie l'excellente 
réputation de l'ouvrage sur ce thème. Soulignons la variété des méthodes. Le n°27 propose une 
pratique caractéristique de l'analyse, soit une majoration de Ixf () pour en déduire la limite 
éventuelle de fen + et — . Le n°28 est un Q.C.M. qu'il ne faut pas écarter, par principe, dans un 
système d'évaluation. Enfin le n°29, d'une part démystifie de façon salutaire la calculatrice auprès 
des élèves en la mettant en échec sur "une fonction pathologique”, d'autre part c'est l'occasion lors 
d'une "info" d'intéresser l'élève à des mathématiques récentes comme la Théorie des catastrophes. 
Précisons que le cours admet ensuite les théorèmes de stabilité sur les opérations sur les limites, 
dont la limite de la composée. Notons que le manuel définit les termes de limite à droite et à gauche 
en a et énonce le théorème sur l'équivalence entre l'existence de la limite en a et l'égalité des limites 
à droite et à gauche en a. 

$2 Dérivées 


Document 2 (collection Terracher 1998) 


ACTIVITÉS PRÉPARATOIRES 


j 
: 


1. OBJECTIFS 


Mobiliser le point de vue numérique (approximation) et le point de vue graphique (tangente) 
le la dérivation en un point. ” ‘ : 


2. DIVERS POINTS DE VUE DE LA DÉRIVATION 


Commençons par un rappel de Première : y 
Fest définie sur un intervalle / contenant x,. 


FCXo +4) — f(x0) à tn fo) 1. 1-2. 


h 
imite a, lorsque À tend vers 0, alors : 


Si le taux d’accroissement 


On dit que f est dérivable en x, ; a est appelé le 
hombre dérivé de f en xo, noté f'(x0) . D 15 = fu) + (x = 29) fu) 
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* Pour tout h tel que x+hel, on à 


«Ai. | 


fo +h) = f(x) + f'(x0) « h +hç(h) , avec lim g(h)= 0 ,ce qui traduit que l’appli- 


sation h — f(xo) +f/(xo) -'h est la meilleure approximation affine de hr f(x +h), 


lorsque k est voisin de O1). 


+ @; admeten Mo(xw f(Xo)) une tangente de coefficient directeur a =f *(xo) . 


voisin » de zéro : 
+2h.. 


t d'abscisse 0. 
suffit de lire. l'équation de 


ACTIVITÉ 


2 Erreur 
Rappel : Erreur = |réel — valeur approchéel 
1) Montrer que, pour |h| < 1 , l’erreur commise en rem- 
2 


plaçant 1% h par 1 + ne dépasse pas : 


Q-rr Utiliser l'expression conjuguée. 
2) Donner une valeur approchée à 1071* près de 


*/1,000 000 2 et ./0,999 9999 . 


ACTIVITÉ : 


2 Un mobile M décrit la parabole d’équation : 
y=-x2+1 
dans le sens des « x croissants ». 
Un observateur est placé en P(2, 0). 


Déterminer les valeurs de l’abscisse de M pour lesquelles 
M est « visible » depuis P. 


(1) Ou bien x f(xo) +f '(xo)(x— 29) est la meilleure approximation affine de x f(x} ; lorsque x est voisin de x. 
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Le point sur les dérivées 


1. THÉORÈME FONDAMENTAL 


Théorème | 


Soit fune fonction définie sur un intervalle J et x, un élément de J. 
Les énoncés suivants sont équivalents : 
+ Le taux d’accroissement de fen x, admet une limite finie quand h — 0 : 


li Go +h)—fxo) | 

M — ’#û 
h—0 k 

+ Pour tout tel que x, + h appartient à F, on peut écrire : 


fo + h) = f(x) + ah + he(h) (2), 


(). 


avec lin @(h)=0 .- 
h—0 


Définition 1 


Lorsqu'une des conditions (1) ou (2) du fhéorème est réalisée, on dit que f est dérivable 
en xg. Dans ce cas : 

+ Le réel a est noté f’(xs) 3; c’est le nombre dérivé de f en x,. 

+ L'écriture fl(xo+h)=f{xo) +ah+hçœ(h) est appelée développement limité 
d’ordre 1 de f'en xs. 


2. INTERPRÉTATIONS 


Trois points de vue 


1. Graphique : notion de tangente 
Si fest dérivable en x,, la courbe représentative de f admet en M o(o f(x0)) une tangente de : 
coefficient directeur f(x). 

Cette tangente en M, a pour équation : 


3 — f(x) = f(x) — Xo) 


2. Numérique : approximation affine 
La fonction Ar f(x) + h) admet une « bonne » approximation affine") : 


he f(xo) +f" (ro) À , 
pour h proche de 0. On#ote : : s , 
fCxo + 4) = fo) +f'Co)h 


3. Cinématique : vitesse 
Si #æf(t) est la loi horaire d’un mouvement, f’(f) est la vitesse instantanée à 


Vitesse et tangente : 

ss 

l'instant ç. un exemple sensible de la notion 
de dérivée. 


{1} Quel que soit le réel a, la fonction affine À = f(x9) + ah approche la fonction he f(x, +4) au sens : 
ne (frs + h) — Cfxo) + 4h))=0 


On montre que lorsque la fonction f est dérivable en x, , la fonction 4 > fC) + f'(x)h est « imbattable » dans cette approximation. Bref, 
c’est la meilleure... 


263 


L'absence de la notion de continuité conduit aux énoncés suivants : 


I. BIJECTION ET ÉQUATIONS 


Théorème 8 


Rappelons le résultat suivant, admis en classe de Première. 

Soit f une fonction dérivable et strictement monotone SUT UN intervalle /. 

Alors f réalise une bijection de Z sur son image /(/), autrement dit : pour tout de 
f(1), l'équation f(x) = m admet une unique solution dans /. 


Commentaires 
& Si [= {a, b] .le théorème 8 impose que : 
+ fH)=[fta).f(b)} lorsque fest strictement croissante : 
« f(D=ff(b).f(a)l lorsque f'est strictement décroissante. 
Lorsque. par exemple, /=1[a. b[ et f strictement croissante, on peut observer que 
FUN = La). €| 2 où {= lim f(x) (bet { finis ou non). 


v—h 
L'intérêt principal du théorème 8 est de permettre, sous certaines conditions, la résolution 
approchée d'une équation du type FOIE: 
Il permet : 
+ de justifier l'existence de solutions : 
+ de localiser ces solutions : 
+ d'en trouver des valeurs approchées à l'aide d'algorithmes (cf. T. P.). 


2. LE PRINCIPE DE LOCALISATION 


Coroliaire 


Soit f une fonction dérivable et strictement monotone sur [a, PT. 
Si f(a) et f(b) sont de signes contraires. alors l’équation f(x) =0 admet une 
solution et une seule dans l'intervalle ouvert |a, bf. 
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æ 


4 , Résolution approchée d'équations 


OBJECTIF 


Savoir mettre en œuvre les deux étapes permettant la résolution approchée 
d'une équation : 

*< prouver l'existence d’une solution et la localiser ; 

_ utiliser un algorithme de calcul efficace. 


EXEMPLE D ee 
La figure ci-contre représente un cercle de 
rayon |. 

Pour quelle valeur de x, les deux trajets 
OAB (en rouge) et AC (en vert) ont-ils 
même longueur ? 


1. Mise en équation du problème 
; Aer T 
Il est clair que le problème n’est défini que si x appartient à 0. FL et 


qu'il se ramène à résoudre l'équation fanx=x + 1, ou encore 
tanx-x-1=0. 


2. Recherche d’une solution évidente 
Sans succès. 


3. Existence et localisation des solutions 
Nous étudions la fonction f: x->tanx-x-—1. 


fest dérivable sur Lo. et f’(x) = tan? x . 


Nous en déduisons les variations de f : 


5 2e : : T 
La fonction f est dérivable et strictement croissante sur L ne De plus, 


f (5) <0 et lim f(x)=+ (f prend alors des valeurs positives 
127 


pour x assez proche de 5) : 
Fr 


Il en découle alors que l'équation f(x) =0 admet sur 10, 5 une solu- 


tion unique a, localisée dans l’intervalle Fe > Ê 


Déterminons une localisation décimale : 
f(1) <0 et f(1,5)>0 , donc 1<æ<1,5. 


Eic. 12 


Détail 
Trajet vert : AC =tan x ; 
trajet rouge : OA = 1 et AB=x. 


Pour prouver l'existence 
et l’unicité de la solution, 
on vérifie les trois hypothèses du ! 
corollaire du théorème 8 : | 
+ fdérivable ; 

+ fstrictement croissante ; 
+ fchange de signe. 
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4, Approximation de la solution æ 

Pour obtenir une valeur approchée de « à une précision donnée : 

+ Oncalcule f(x,) pour un x, de l'intervalle J1 ; 1,51 : 

+ si f(x) > 0 ,alors ae ]1,xol ; 

° si f(xp) <0 ,alors € ]xo ; L SI. 

Ceci permet d'affiner la localisation. 

+ Onitère ce processus avec un réel x, de l'intervalle obtenu, puis x,, etc. 
ce qui permet, par « tâtonnement », à l’aide d’une calculatrice, de conti- 
nuer jusqu’à obtenir un encadrement de a à la précision voulue. 

# Nous présentons ci-dessous deux méthodes proposant un choix systéma- 
tique des réels x,, x,,… 

Ce sont des algorithmes, que l’on peut mettre en œuvre avec une calcula- 
trice programmable ou un ordinateur. 


Note 
Cf. chapitre 8 pour des algorithmes plus puissants. 


+ Méthode 1 
À chaque étape, on choisit le milieu de l’intervalle obtenu (méthode de 
dichotomie). 


Exemple : 
1 < o& < 1,5, milieu 1,25 ; calcul (1,25) =0,75... : donc : … 
1<aæ<1.25, milieu 1,125 ; calcul f(1,125) =—0,03... : donc : 


1,125 <æ < 1,25 , etc. 
Te re 5 0,5 
À l'étape n, la précision est de l’ordre de Si: 


+ Méthode 2 
On effectue un balayage de l'intervalle avec un pas A fixé par avance. 


Exemple : 
Avec le pas A =0,1,on calcule f(1,1), f(1,2), f(1,3), f(1,4). 
Comme  f(1,1)=-—0,13.. et f(1,2)=0,37.., on obtient 


11<a<1.2. 
Un balayage de l'intervalle ] 1,1 ; 1,2[ au pas _. donnerait æ = 1,13 à 


0,01 près par défaut. 
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REMARQUE 2 

a) Ce thème sur les dérivées est l'occasion de donner un exemple des trois 
phases caractérisant depuis 10 ans la pratique pédagogique qui s'est généralisée au Lycée. Dans ce 
manuel, la première phase, "l'activité préparatoire", développe les trois aspects de la notion de 
dérivabilité : le taux d'accroissement de f entre x, +het x,, l'approximation de f(x, +h) et le 
coefficient directeur de la tangente. Lors de l'activitél, les calculs proposés aux élèves, dont la 


détermination de la meilleure approximation affine de V1+h avec la recherche d'un majorant de 
l'erreur pour Ih| < 1 témoignent de l'ambition des auteurs sur le traitement du calcul différentiel. 


b) Le Théorème qui établit l'équivalence entre les deux aspects : le taux 
d'accroissement et le développement limité d'ordre un, était déjà présent en 1983, je renvoie aux 
commentaires du chapitre précédent. 

Ceci confirme bien que le programme de 1997 s'est constitué sur une ossature mise au point en 
1983 par les concepteurs de l'époque. Progressivement les exigences de 1983 ont diminué pour 
adapter le programme à toujours plus d'hétérogénéité chez les élèves de terminale scientifique, en 
continuité avec un enseignement affaibli dès le Collège par une baisse des horaires d'une heure par 
semaine. La définition est suivie de l'énoncé des théorèmes qui lient le signe de la dérivée au sens 
de variation des fonctions (principe de Lagrange), et la notion d'extremum. L'énoncé du théorème 
sur la dérivée d'une fonction composée est admis mais assorti d'une indication sur la démonstration 
qui est proposée en exercice (ex 34): le résultat f'(x,) = u'(x,) x v'(y,)est proposée par le moyen 
classique du développement limité d'ordre 1 de u en x, et de ven y, = u(x,). 

Chaque fois que la démonstration est possible en TS, les auteurs la proposent aux élèves. 
Soulignons combien l'aspect réducteur des mathématiques sans démonstration est gênant en TS, le 
manuel semble ambitionner plus de rationalité. Cet important théorème permet l'expression de la 
dérivée des fonctions u° et Ju et complète le tableau des dérivées des fonctions usuelles. Le 
théorème sur l'inégalité des accroissements finis est "démontré" de façon également classique après 
avoir admis les théorèmes sur les fonctions dérivables et monotones, et apporte au discours une 
rigueur hélas trop rare en TS. 

c) J'ai tenu à citer les conditions suffisantes pour que f soit une bijection de 
l'intervalle I sur f(1) (cf document?2, Théorème 8 ci-dessus) car l'absence de la continuité 
conduit à des assertions sans surprises pour l'élève, qui en a vu d'autres, mais curieuse pour 
l'enseignant. Là n'est pas l'essentiel ; le procédé qui consiste à choisir des hypothèses plus 
"fortes" pour l'utilisation d'une propriété n'a rien d'incongru. Il est souvent utilisé, je pense à 
des ouvrages comme "Calculus with applications and computing” par Peter Lax samuel 
Burstein et Anneli Lax (1976) publié chez Springer-Verlag, New York et destiné aux jeunes 
étudiants des Collèges universitaires Américains. Ce moyen permet de simplifier les 
démonstrations. Ce qui me choque ici, c'est que le lycéen est privé, avec la disparition de la 
continuité de tout repère géométrique, de toute métaphore mentale ; dire que f est continue et 
l'interpréter par un "tracé continue" de la courbe, même si cette interprétation n'est pas 
parfaite, elle est absolument nécessaire si l'on veut enseigner l'analyse au lycée. Il est juste de 
rappeler qu'on ne peut tracer la courbe de certaines fonctions continues et non dérivables, 
mais elles ne sont étudiés que bien après le baccalauréat et définies par des séries. 

Lorsque Cauchy en 1823 dans son cours à polytechnique pour "démontrer "le principe de 
localisation aussi appelé "Le Théorème de Bolzano”. dit que "la courbe coupe nécessairement 
l'axe des abscisses ", 1l s'adresse à une élite et il fait appel à leur imaginaire géométrique ; la 
mise au point définitive des réels n'étant pas réalisée en 1821. Notons que Cauchy réalise une 
démonstration plus théorique en Annexe de son ouvrage par une variante de la dichotomie. 
Alors est-ce bien raisonnable de priver l'élève de tout recours à son imaginaire géométrique? 
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Cette attitude fut déjà adoptée en 1972 avec la géométrie affine sans figure et intégrée dans un 
chapitre d'Algèbre linéaire ; je pense que c'était une erreur confirmée par une pratique de 12 
années. Le programme d'analyse de 1997 semble bien en prendre le chemin. 

d) L'extrait de l'un des "travaux pratiques" explicite comment les résultats 
admis ou démontrés sont utilisés pour résoudre des problèmes importants en analyse : ici 
l'approche d'un réel & solution de f(x) = O0 ( tanx-x-1= 0). L'équation est justifiée par un 
problème géométrique (fig 12 du manuel) qui revient sur le sens du radian, notion souvent 
oubliée ou ignorée par nos élèves. 

La partie calculatoire développe deux algorithmes : la dichotomie et l'itération décimale. Il est 
regrettable que les auteurs se privent à cette occasion de donner un "organigramme" simple de 
ces deux méthodes pour une calculatrice programmable. 

Pourtant l'usage des calculatrices programmables et l'apprentissage de quelques routines est 
fortement conseillé dans les commentaires accompagnant les programmes officiels. Les 
auteurs considèrent-ils que ce travail est laissé au soin de chaque enseignant qui doit l'adapter 
aux différents modèles de calculatrice ? 

Par ailleurs, dans le cadre de ces mêmes textes officiels, l'élève doit accepter comme une 
évidence la convergence des suites mises en jeu dans la dichotomie et l'itération décimale. A 
mon sens, c'est une grave incohérence des programmes de 1994 et 1997 ; en effet aucun 
statut, aucune approche provisoire des réels, comme l'axiome des intervalles emboîtés, n'est 
acceptée en TS. 

Or les nombres réels sont au cœur de l'analyse, cet aspect "Arlésienne ” des nombres est 
pervers pour l'élève de TS, il sortira de terminale avec le sentiment que seuls existent les 
décimaux de sa calculatrice. 

C'est un problème difficile, il peut remettre en cause la faisabilité d'un enseignement d'analyse 
se voulant aussi consistant que celui-ci en terminale scientifique. 


LL 
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$3 Calcul intégral 


Document 3 (Collection terracher, 1998) 


TIVITÉS PRÉPARATOIRES 


1. OBJECTIF 


Relier les notions d’aires et de primitives d’une fonction : 

+ d’une part, c’est un support pour la compréhension des propriétés de l'intégrale ; 

+ d'autre part, le calcul d’aires — plus généralement le calcul de grandeurs — est du point de 
vue historique le problème moteur de Pintégration. 


2. DEUX EXEMPLES DE CALCULS D’AIRES 


Nous proposons, dans l’Activité 1, de calculer l’aire de chacun des domaines suivants( : 


YA P : parabole JA, X : hyperbole 
M = x2 1 
TX LE 
A 
M 
0 Fe + AI ol Ï x x fc? 


ACTIVITÉ ! 


2 ‘Avec l’hyperbole 

(x) l'aire du domaine Pour tout réel x > 1, on désigne par S(x) l'aire du 

parallèle à (Oy) passant domaine limité par (Ox), l’hyperbole %Æ et les parallèles à 
“7 (Qy) passant par les points À et M de 3€ d’abscisses 1 et x. 

A) Soit x, > 1 un réel fixé. 

1) Pour h > 0 réel, établir que : 

1 Got h)= #0) 1 


Fr 4 rer k A 
aire du domaine ci-dessous : O-rr Interpréter et encadrer l’aire du domaine ci-dessous : 
_. ; ; 
na . x TO x xo+h x 
0), établir une iné- 2) Pour. h<0 (ettel que x, +h > 1 ), établir une iné- 
RE galité analogue à (1). 
. O-rr Interpréter P(xo) — Pxo + h). 
ét que : 3) Déduire de (1) que S est dérivable en x, et que : 
_ Ut 
cf. de la fonc- Fo) Es 


B) Prouver que Ÿ est la primitive sur [1,+c{ de la 


fonction x : , qui s’annule en 1. 
En déduire que Ÿ(x)=inx pour x>1. 


3. UN RESULTAT GENERAL 


« Les deux exemples précédents ne sont pas des cas isolés. Bien au contraire, ils sont signifi- 
catifs d’un résultat( dont la portée est générale. 
Considérons une fonction f dérivable sur 
{a, b], ne prenant que des valeurs positives 
ou nulles (rappel: en abrégé f=0 sur 
ja, b]) et définissons la fonction « aire » Ÿ 
sur [a, b] de la manière suivante : : 
pour a<x<b, Ÿ(x) est l'aire du 
domaine figuré ci-contre. 

S est alors la primitive de f sur [a, b] qui 
s'annule en a. 
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COURS 


Intégrale d’une fonction 


1. DÉFINITIONS 


Convention ST 
Les fonctions admettant des primitives sur un intervalle sont la matière première de ce chapi- 
tre. Nous dirons qu'elles sont intégrables sur cet intervalle (« admettant des primitives » est 
trop long et « primitivable » serait un néologisme dissonant). 

Notons dès maintenant une classe importante de fonctions intégrables : les fonctions dériva- 


bles (cf. chapitre 5). 


Définition | 
Soit fune fonction intégrable sur un intervalle J et a et b deux réels de I. 


b 
On appelle intégrale de a à b de f le nombre réel noté [ ft) dt et défini par 


F(b)- F(a) , où F est une primitive quelconque de f sur I. 


LE POINT DEVUE GRAPHIQUE : AIRE ET INTEGRALE 


Les données initiales 
+ L'unité d’aire 

Le plan est muni d’un repère (O, I, J } orthogonal (a priori). 

L'unité d’aire (en abrégé, u.a.) est l’aire du rectangle construit avec O, Let J. 
+ Le domaine associé 

Nous appellerons domaine associé à une fonction déri-  } 

vable positive f sur [a, b], le domaine 6 limité par €; 
l’axe des abscisses et les droites d'équations x=a et 
x=b (le domaine en question peut être décrit comme 
l’ensemble des points M{x, y) tels que a&x<b et 
0<y</f(x)) 


#Y 


Théorème 2 


Soit f une fonction dérivable et positive sur [a, b] (avec a & b ). 
L’aire du domaine associé à f sur {a, b], exprimée en unités d’aire, est calculée par : 


[rw dt. 


On aura reconnu, sauf distraction passagère, le résultat dégagé de l’Activité 1, mais formulé 
cette fois à l’aide de l’intégrale. 
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TRAVAUX PRATIQUES 


5 , Calcul approché d’intégrales 


OBJECTIF 


S’initier à quelques méthodes élémentaires de calcul approché d'intégra- 
les, l’une des motivations étant que les fonctions (même) usuelles qui ont 
des primitives en dehors des fonctions usuelles (exemple x e-* } sont 
légion : il faut donc renoncer au calcul « direct ». 


EXEMPLE 


La méthode des rectangles 


Soit f une fonction continue, décroissante, positive sur [0, 1], 6, sa 


[| 
courbe représentative et {= | f(x) dx . 
0 


1 


ete os es. | “."l""{se > 
O 1/5 25 3/5 4/5 1 x Fc. 14 
Soit # un entier ( n = 1 ) (les données sont illustrées dans la figure 
pour n=5). Le segment [6, 1] étant partagé en n segments de lon- 
sueur égale, on désigne par ‘, l'aire du domaine représenté en jaune 
et par s, l’aire du domaine représenté en sablé. 


Par A 


1) Expliciter Ÿ, et s, à l’aide des valeurs de f. 


2) Comparer /,#, ets, puis calculer Ÿ, —s, . 
En déduire lim s,= lim ‘%,=71 et majorer l’erreur en rempla- 


An +o h—+ 


çant / par ‘, ou s,. 
3) Applications 


I 
a) Calculer 7 = | dx 
(0 


1+x? 


à 107! près. 
a) Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = _ : 
Calculer , et en déduire que : 


; 1 1 1 
ins his 
Fos CET TS T3n 12 


1) Calcul de #, ets, 


Qu'ils soient jaunes ou sablés, tous les rectangles ont pour « base » : 


DS 1 


Quant aux hauteurs, elles sont, de gauche à droite : 
“pour les rectangles jaunes : 


ee ron 11) 


* pour les rectangles sablés : 


16) 1) _ (=) et f[à) (ou f(1)). 


De là, les expressions de , et s, : 


2) Étude de ($,) et (s,) 
Le graphique montre clairement que 5, € 1 < P, :iln’y a pas à bargui- 
gner. 

Par ailleurs, nous avons : 


,=> (co) +1(:) + +1(—)) 
et =; (+) +0). 


Î 
Ilen découle Ÿ,-—5,= - (f(0) —f(1)) . 
De 5s,<1<%, , nous ürons: 


O<1-5,<9,-s5, t0<Ÿ,-1<#,-s,, 
et, enfin : 


os <O-ÉD , pe, 1< ff), 
Li n # h 


2:12 


Ceci fait évidemment conclure à : 


lim s,= lim #,=1. 
n—+o h—+c 


3) Applications 


est dérivable 


il 
a) La fonction f définie sur [0,1] par f(x) = PE 
décroissante, positive. 
1 ! : 
Avec f(0)=1 et fO)=; ,oma 0<#,-1< , ce qui montre que 
, est une valeur approchée de J à 107! près. 


Nous avons trouvé Ÿ, = 0,833 7... (En fait, la valeur exacte de J est 


3 = 0,785 3... comme on pourra le voir au problème 129, p. 254.) 


1 à 
b) La fonction f définie sur [0, 1] par f(x) = a toutes les qualités 


que requiert la première partie pour pouvoir affirmerque lim s,=1. 
n—+e 


Avec ne +++ = 
RME 1+- 
n 
dx 
= =[in(i+x)l, 
et I lee [ln € )16 
1 1 ) 
il vient : i —— Late ten 2: 
Ven, “tm (- LT 2 2n 


REMARQUE 3 

a) Le calcul intégral est le point fort du cours d'analyse en terminale, il 
mérite un traitement adapté. Comme annoncé, je continue par des extraits de la Collection Terracher 
qui montrent que l'on peut étudier l'analyse au Lycée d'une façon plus rigoureuse que dans les textes 
officiels : car dans un contexte d'appauvrissement des objectifs au Lycée, les auteurs ont choisi, 
dans la mesure des possibles, de concilier le dépouillement voulu par les concepteurs de 1997 avec 
l'accès à une nécessaire rationalité. 
Le choix dans les activités préparatoires de deux calculs d'aires sous la courbe, en faisant démontrer 
que cette aire est une primitive de f, montrent clairement l'intérêt des auteurs pour la relation entre 
aire et intégrale lors d'un premier contact. 
En fait cette activité utilise tous les moyens qui permettent de démontrer en terminale, pour une 
fonction continue positive et monotone, ce qu'on appelle souvent "” le théorème fondamental du 
calcul intégral" : l'aire sous la courbe de f est une primitive de f. La démonstration dans le cas d'une 
fonction f possédant ces qualités ne poserait aucun problème. 


b) La définition donnée dans le cours ([ f(x)dx = F(b) — F(a)) est conforme au texte 


du programme officiel. À mon sens, elle cède à la facilité, elle est inadaptée à la terminale comme 
je l'ai déjà dit! par ailleurs. 


! Article de JP Daubelcour dans la revue des Irem "Repères" n°31 avril 1998 ou sur mon site perso 
"’http://pagesperso-orange.fr/jeanpierre.daubelcour/" sous le titre "calculs d'aire et intégrale en TS" 
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Dans l'ouvrage cité, (document 3 ci-dessus) après les activités précédentes et "l'annonce d'un 
résultat général", l'élève a compris que l'intégrale c'est l'aire sous la courbe. Ainsi la difficulté d'une 


b 
définition, qui ne donne pas de sens au symbole Ï f(x)dx, est contournée au profit des élèves. Il 


suffirait de quelques lignes pour démontrer "le théorème 2" dans le paragraphe "Point de vue 
graphique : aire et intégrale". 

c) C'est dans le T.P. n° 5 que les auteurs enfoncent le clou en dégageant tout l'intérêt 
théorique de la méthode des rectangles : ils démontrent que les sommes de Riemann pour une 
fonction continue (le terme qui n'est plus au programme de 1997 a du échapper à l'auteur, c'est 
tellement naturel!), positive, monotone et des subdivisions régulières convergent vers l'intégrale. 
Cette démonstration n'est pas, en général, réalisée dans les manuels de 1998. On remarquera que la 
démonstration proposée s'adresse à toutes les fonctions f possédant les qualités annoncées, c'est 


l 
seulement à titre "d'application" que la fonction f définie sur [0,1] par f(x) = [= est proposée. 


2 


Ainsi le lien entre "calcul d'intégrale et limite de suites" est dégagé à cette occasion. Dans la droite 
ligne d'une ambition légitime pour l'analyse, les auteurs proposent la méthode des trapèzes et du 
point médian en TP (5.1 et 5.2 page 242) et le calcul d'un majorant de l'erreur de la méthode des 
rectangles en exercice (n°126 page 253). Je regrette, comme pour les algorithmes précédents sur la 
dichotomie et la méthode des tangentes, que les auteurs ne présentent pas d'organigramme pour la 
méthode des rectangles. Beaucoup d'enseignants n'ont pas été formé sur ce point et cela conduit au 
mauvais usage des calculatrices au Lycée ; c'est une leçon à tirer lorsqu'un programme se veut 
novateur, 1l doit nécessairement s'accompagner d'une formation continue adéquate. On peut arguer 
du fait que les calculatrices actuelles les plus simples donnent une valeur approchée des intégrales. 
L'élève de TS, futur scientifique, doit-il utiliser un outil sans en comprendre "les rudiments" du 
fonctionnement ? Surtout si ceux-ci procèdent d'une approche élémentaire de la logique et sont à sa 
portée. 
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2° PARTIE : LA GEOMETRIE EN TERMINALE DE 
1990 à 2000 


I Le programme de mai 1991 en Terminale C et E. 
En géométrie le programme de 1991 est pour l'essentiel le même qu'en 1985 ; je ne le 
rappelle pas ici. De façon très positive à mon sens, comme en 1985, le programme souligne 
l'importance de ‘l'étude des configurations et de l'action des transformations sur les 
Jigures'" et le primat ‘'de la résolution des problèmes" sur les développements abusifs du 
cours. À ces deux objectifs de 1986, les concepteurs ont ajouté la nécessité de ‘poursuivre le 
calcul vectoriel" 
Fac-similé de l'extrait du programme 


1. Calcul vectoriel et configurations (plan et espace) 
Il s'agit ici de compléter les outils étudiés en Première. Il n'y a pas à revenir sur les fondements du calcul vectoriel, la 
notion générale d'espace vectoriel est hors programme. 

a) Barycentres ; réduction d'une somme Les élèves doivent connaître et savoir utiliser 


5 
> ©, MA, dans chacun des cas : l'associativité du barycentre. Dans le cas 


D'une projection sur une droite, les élèves 


— — 
> a, Z0et >0 = (. doivent savoir que si AC = K AB, alors 
na La 
b) Caractérisation vectorielle d'une droite, A'C'=Kk A'B'et savoir appliquer la 
D'une demi-droite, d'un segment configuration de Thalés. Dans le cas d'une 
= = 

(AM = t AB, 0O<t <1 ; traduction dans un repère. Projection sur un plan, les élèves doivent Projection 
ponctuelle, projection vectorielle associée; connaître et savoir exploiter la conservation 

de l'alignement et du parallélisme. Ces règles 
linéarité d'un projection vectorielle, conservation des sont à relier aux croquis respectifs déjà pratiqués 
barycentres par une projection ponctuelle dans les classes antérieures. 


II Extraits d'un manuel publié en 1992. 
Je continue avec le manuel édité en 1992 chez Hachette dans la Collection Terracher : 
"Math algèbre et géométrie" car il témoigne de la préoccupation des textes officiels : La 
volonté de revenir pour l'essentiel à la résolution des problèmes. 

$1Application des angles orientés 
Document 1 (Collection Terracher 1992, "algèbre et géométrie ‘page 92) 


2 L'UTILISATION DES ANGLES ORIENTES 


Î In circuit sur trois cercles ” | MONTE 
sets Fe cercles ©, @, @; concourent en I et se recoupent deux à ue es cd 
een À partir d'un point M de €,, on initialise un circuit : M' sur ©, alig se ; 

sur ©, aligné avec À et M' etc. (voir figure ci-après). 
Conjecture ? Justification ? 


PA 


| TRAVAUX PRATIQUES 4 PLAN EUCLIDIEN 


= Nul besoin d’un œil exercé pour conjec- 
turer que le circuit se ferme en M, autre- 
ment dit que 1", # et M sont alignés. 


= Justification : Essayons d'établir que 


(BM, BM')=0 mod r en utilisant les 
diverses cocyclicités de la figure 8 : pour cela, 
il faut inviter le point J, autrement dit, écrire 
(BM, BM")=(BM, BI) + (BL BM') mod nr. 
Nous avons (toujours modulo 7) : 
(Bi, BM')=(Ai, AM") = (Ai, AM) 
(cocyclicité de B, 4, 1, M” et colinéarité); 
(Ai, AM') = (CI, CM')=(CI, CM) M" Fig. 8 
(cocyclicité de 4, C, I, M’ et colinéarité); 
(CI, CM) -(Bi, BM)  (cocyclicité de C, B, I, M). 
Nous en déduisons que (BM, BM")=(BM, Bi) + (Bi, BM) mod r, soit : 

(BM, BM'})=0 mod x. 


M' 


Ainsi, #, Âf et M° sont alignés. 


Sur l’utilisation des angles orientés 
En dehors des caractérisations essentielles données en cours {colinéarité, ortho- 
gonalité et cocyclicité), il nous faut souligner : 

= L'importance de la propriété : «lorsque l’on manipule des égalités d’angles 
modulo x, on peut remplacer n’importe quel vecteur qui entre dans le libellé de ces 
angles par un vecteur non nul qui lui est colinéaire». Nous conseillons de marquer 
cette étape même si, avec un peu d’habitude, on peut la «court-circuiter ». 

# L'apparition fréquente d’une cocyclicité sans cercle. Ce que nous voulons dire : on 
peut savoir que quatre points sont cocycliques, on peut vouloir exploiter cette 
cocyclicité sans pour autant, pour des raisons techniques évidentes, s’aventurer dans 
le tracé du cercle. 

Nous avons souligné en cours (voir p. 85), sur ce sujet, le rôle’ privilégié de la 
configuration « deux triangles rectangles de même hypoténuse » : il ne faut donc pas 
hésiter à l’extirper d’une figure plus riche (coloriage, petit dessin à côté, …) pour 
pouvoir travailler tranquillement (i.e. : sans bruits de fond) sur la cocyclicité. 


A Fu ni: à points d’un 
_ cercle que l’on 
projette ortho- 
gonalement, 
comme indiqué 
À’ ci-contre. 
Montrer que À’, 
B',C' et D’ 
sont cocycliques. C 


sn {F Objectif : 
Les cercles sont donnés sécants en 4 et B. Les | . ne , 
droites À et A' passent par À et B, définissant Relation angulaire de cocyclicité avec C’ et 
ainsi les points P, P', Q et Q’. D° comme points de base. 
Montrer que (PQ) est parallèle à (P'Q'). Stratégie : Deux cocvclicités sans cercle. 
FF Objectif: (PQ, P'Q')-0 mod r. 


Stratégie : «Passer» par AB. 


P Parallélisme Cocyclicité 


4 On donne quatre 
| 
Q 
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REMARQUE 1. Les outils sont dans ce paragraphe des critères angulaires de cocyclicité de 
quatre points ou d'alignement de trois points du plan. La volonté de donner l'initiative à l'élève 
se traduit dans l'exercice résolu par un énoncé relativement ouvert” et qui fait appel à 
l'intuition de la figure. La rupture est nette avec les problématiques de la période des 
"mathématiques modernes". Dans le TP3 les exercices sont de difficulté croissante, l'exercice 
1 est une application quasi immédiate du cours. Le second demande plus d'initiative à l'élève 
qui doit rechercher parmi les cinq cercles que la figure peut révéler ceux qui permettront 


d'aboutir. 


$2 Applications des isométries vectorielles. Document 2 (Collection Terracher) 


Exercice 
résolu 2 


Les points P, Q et R étant les centres des carrés 
construits sur les côtés du triangle ABC, à l'exté- 
rieur de ce triangle, on se propose de montrer que 
AP=QOR et que (AP) est orthogonale à (OR). 


Méthode : Soit @ le quart de tour vectoriel direct. 
Montrer que @(OR)= AP, après avoir décom- 


posé OR - QÏ+JK + KR (I, J et K sont les 
milieux des côtés). 


Il est clair que le triangle QAC est isocèle rectangle direct de sommet @. 
Avec J'milieu de [A, C], nous avons @(QJ)= AJ. 


TRAVAUX PRATIQUES 7 ISOMÉTRIES DU PLAN 


Comme /K=1B ; puisque BIJK est un parallélogramme (rappel : dans un triangle un 


sommet ct les trois milieux...), o(JK) = e{B) : 


Pour des raisons analogues à celles qui viennent d’être citées, nous avons oeUB )= IP et 


donc o(JK) = IP. 


Et toujours pour ces mêmes raisons (RBA isocèle rectangle direct de sommet R, et K 


milieu de [A, B], nous avons e(KR)= AK. 
Utilisons, maintenant, la linéarité de y : 


p(OR) = e(QÏ + JK + KR) = p(QÏ) + o(JK) + E(KR) = AÏ + IP+ AK. 


Mais AJ+AK=AÏ (AKIJ est un parallélogramme), d’où e(QR) = AÎ+IP, c'est- 


à-dire :. . 


Nous recueillons de cette égalité : AP = QR et (4P) et (QR) sont orthogonales. 


À partir d'un quadrilatère direct 4BCD, on 


construit les triangles équilatéraux : 
AMB et CPD de sens direct, 
BNC et DOA de sens indirect. 


Soit À la rotation vectorielle d'angle _ 


1° En utilisant successivement les rotations 


7 
d'angle 3 et de centres B et D, montrer que 


R(AC) = MN, puis que R(AC) = OP. 


2° En déduire la nature du quadrilatère 


MNPQ. 


PA 


REMARQUE 2 

L'exercice 2 et le TP3 ci-dessus mettent en exergue l'outil "transformations " dans l'étude des 
figures qui est l'un des objectifs de cette reforme depuis 1983. 

Bien que la notion générale d'application affine soit désormais hors programme, l'utilisation à 
titre d'outil des isométries vectorielles associées aux isométries ponctuelles montre sa 
pertinence dans l'exercice résolu n°2. Il s'agit ici du "quart de tour direct" 4@, la linéarité de 


@ permet de simplifier la solution. Le "point méthode” précise l'action des rotations 


vectorielles les plus couramment utilisées. Le principe est d'initier progressivement l'élève à 
des attitudes de recherche qu'il a souvent perdues ou jamais acquises en géométrie depuis le 
Collège. Le TP3 propose un exercice de difficulté mesurée. Sur ces deux dernières 
remarques, 1l faut se souvenir qu'après 12 ans d'abandon de la géométrie des figures de 1972 à 
1983, il est nécessaire en 1992 de convaincre un "public d'élèves et d'enseignements ” de 
l'intérêt des problèmes de géométrie ; il serait maladroit de les décourager en commençant par 
des travaux trop difficiles. À ce propos, le présent manuel, comme en Analyse, est devenu au 
fil des ans "l'ouvrage de référence" au Lycée. Il présente à la fin de chaque chapitre un choix 
très complet d'exercices de difficulté croissante, dont certains peuvent satisfaire les plus 
passionnés. 


$3 Applications des coniques 
Document 3. (Collection Terracher 1992) 


B — EXEMPLES DE SITUATIONS MENANT À 
DES CONIQUES 


Certaines situations, issues de la Géométrie, de la Physique et de la Mécanique, conduisent à des 
2 coniques. Nous allons envisager ici certaines de ces situations ; d'autres seront présentées dans la 
partie «exercices ». 


Exercice Glissement d'un bâton | . 
résolu Un bâton d'extrémités À et B, de longueur €, et de bois dur, repose initialement le long 


d'un mur vertical. | 

Par une mystérieuse raison, il glisse dans un plan perpendiculaire au mur et au sol, ses 
extrémités À et B restant en contact permanent respectivement avec le sol et le mur, 
jusqu'à l'horizontale. 

Quelle est la courbe décrite par chacun des points liés au bâton? 


1. Trajectoire des extrémités À et B L Rs ” 
Il est clair que les trajectoires de 4 et B sont rectilignes et limitées par les positions 


initiales et finales de ces points. 


4 trajectoire de B 


trajectoire de À 


Fig. 19 
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2. Trajectoire d’un point M 


Soit (O, à, j) un repère orthonormal du plan de la trajectoire, tel que le bâton soit situé 
dans le quart de plan x>0 et yZ>0. 
Déterminons la trajectoire du point M tel que BM=aet AM=b (a+b=£€). 


Notons a l'angle (48, L i); ainsi, lorsque le bâton glisse de sa position initiale à sa 


S : L'ER 
position finale, à varie de : à 0. 


> . 
x Fig. 20 


Des égalités vectorielles OÀ = € cos ai et AM=-bcos ai +bsin «j, on tire 
OM=a cos ai+bsinaj (puisque €-b=-a). 


Ainsi, M décrit la courbe paramétrée a (a cos à, b sin a}, aelo, : 
La trajectoire de M est le quart d’une ellipse. 


3. Construction de quelques trajectoires 


y 
Sur la figure ci-contre sont construites £ 
les trajectoires des points A corres- 
pondant à : se 
€ 6 
a=0, a, a € (en rouge): 32 
4 
€ se 
a=-— et a= — (en vert); 
6 6 £ 
2 £ 
a=— et mr (en bleu). : 
4 4 
€ _. 
Lorsque a (M milieu de [4B1), 


SISB TS 


on trouve un quart de cercle, ce qui 
était prévisible puisque, dans ce cas, 


OM = C=— 


| Pas de méthode particulière, mais l'énoncé donnera les indications nécessaires. 

! Disons simplement que l’on doit savoir reconnaître une conique sous des formes 
diverses : ; 

— ja définition par foyer, directrice et excentricité ; 

— une équation cartésienne ; 

— une représentation paramétrique. 

D’autres «formes» seront étudiées en exercice (définition bifocale, équation polaire). | 
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Donné au BAC 

L'espace 6 est rapporté à un repère ortho- 
normal (©, à, j, k). On considère le plan # 
d’équation 3x+4z-5=-0 et l'ensemble l” 
des points du plan {xOy) équidistants de F 
et de O. 

1° Calculer la distance à # d’un point 
Mao; Yo: Zo) de 6. | 

En déduire que 7” admet pour équation : 


2 
De) 


30 Préciser la nature de /° ses sommets et 
son centre. ne 
Représenter Z' dans (O, i, j). 


On donne, dans le plan, deux points fixes 
distincts F et 4. 
1° Quel est l’ensemble des centres © des 


de l'axe focal le plus voisin de F? 


2° Montrer que les sommets B et B’ du petit 
axe des ellipses & décrivent une partie d’une 


| 


5 parabole de foyer F que l’on construira. 
20 Soit D la droite d’intersection des plans #  f Évaluer BFet B'F. 
et (xOy). . 
Montrer que J'est une conique de foyer O et 
" de directrice associée D. 


| 

Î 

, | 

ellipses & dont un foyer est F, et À le sommet | 

Déterminer son excentricité. | 
J 


REMARQUE 3 

Cet ouvrage témoigne de l'esprit du nouveau programme de géométrie depuis 1985 ; sa 
caractéristique est le primat de la résolution des problèmes sur des développements théoriques 
d'un cours en opposition avec la démarche des programmes de 1972. Le savoir sur les 
coniques n'est justifié que si l'élève utilise ce savoir pour résoudre des problèmes. Nous 
sommes donc revenus, après les excès de formalisme de 1972 à une conception plus réaliste, 
plus proche de la méthode euclidienne. Les concepts ne sont pas étudiés pour eux-mêmes, 
mais pour le rôle qu'ils jouent dans la résolution des problèmes. La situation proposée ici 
est une problématique qui s'exprime de façon simple et  intelligible dans un contexte 
expérimental : "Un bâton de longueur constante glisse..." Le lieu d'un point du bâton n'est 
pas évident avant la recherche. Le résultat est donc "curieux" au sens scientifique, il va 
demander l'investissement d'outils analytiques et des savoirs sur les courbes paramétrées. Le 
TP2 propose deux exercices de difficulté raisonnable dans le contexte d'un apprentissage. Le 
premier est un exercice de baccalauréat qui demande la connaissance de la distance d'un point 
à un plan dans l'espace et à une droite dans le plan ainsi que la définition en "foyer, 
directrice" d'une conique. Le second est plus ouvert et laisse une certaine initiative à l'élève. 


II Le programme de géométrie de juillet 94 et Le ‘"Requiem pour une Terminale C"! 


Ce programme accompagne la "Rénovation des Lycées" engagée par les autorités politiques 
depuis le début des années 1990 par le ministre de l'Education nationale de l'époque Lionel 
Jospin et son conseiller Claude Allègre. A la Rentrée de 1994, sous l'autorité du nouveau 
ministre de l'éducation Jacques Lang, les terminales €, D et E sont supprimées pour faire 
place à l'unique Terminale S. En mathématiques, l'enseignement obligatoire de 6 heures par 
semaine est suivi par tous les élèves de TS ; la spécialité "mathématique" est enseignée deux 
heures par semaine. 


$1 Le programme de l'enseignement obligatoire de 1994 en géométrie. 
La résolution des systèmes linéaires par la méthode du Pivot de Gauss et les nombres 
complexes ne subissent pas de changements notables depuis 1992 à l'exception des racines 
énièmes d'un nombre complexe reportées dans le programme de "spécialité". La géométrie 


! "Requiem pour une terminale C "est le titre d'un article paru en 1994 dans le journal "Le Monde" et écrit par Pierre Legrand qui fut Doyen 
de l'inspection générale. Dans cet article il montre le regret de l'abandon de cette filière, si utile à faire naître des vocations pour les sciences 
dites " dures" (math-Physique). L'avenir lui donnera raison ; en 2009 nous pouvons constater le désamour des élèves et des étudiants pour ces 
sciences et le manque d'ingénieurs en quantité et surtout en qualité alors que les pays émergeants ont adoptés un système d'enseignement qui 
favorise ces filières. 
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tient une place réduite dans l'enseignement obligatoire avec deux chapitres sur le calcul 
vectoriel et barycentrique et l'espace euclidien. L'analyse constitue l'essentiel du corpus. 


3. Calcul vectoriel et géométrie 


Le programme comporte trois objectifs principaux : 

*_ Poursuivre l'étude du calcul vectoriel en relation avec l'enseignement de la phy- 
sique, notamment par la mise en place du produit scalaire dans l’espace et du pro- 
duit vectoriel. 

* Entretenir la pratique des objets usuels au plan de l'espace. Sur ce point, le pro- 
gramme ne comporte que des travaux pratiques mettant en œuvre les connaissances 


de géométrie du plan et de l'espace figurant aux programmes des classes antérieures, 
et notamment de Seconde et de Première ; aucune autre connaissance n'est exigible 
des élèves. 
+ Exploiter des situations géométriques comme source de problèmes, notamment en 
analyse, et, inversement, entretenir une vision géométrique grâce à la mise en œuvre 
systématique d'activités graphiques (tracés de courbes, schémas...) permettant de 
représenter les objets mathématiques étudiés dans les différentes parties du pro- 
gramme. 
X a) Barycentres; réduction d’une somme 
Xa; MA, dans chacun des cas Xa # 0 et Za, = 0. 
b) C Caractérisation vectorielle d’une droite, d’une demi-droite, d’yn segment 
(MA =t1AÂB 0<1< 1):traduction dans un repère. 
./e) Produit scalaire dans l’espace ; expression dans une base orthonormale. 
© Projection orthogonale sur une droite, sur un plan. & 
Caractérisation d’un plan par k . AM = 0; équation d’un plan dans un repère ortho- 
normal. Équation d’une sphère de centre et de rayon donnés. 
_!'d) Dans l’espace orienté : bases (ou repères) orthonormales directes, indirectes. 
© Produit vectoriel, notations # X v et # A V'; expression dans une base orthonormale 
directe. 


Travaux pratiques 


Exemples d'étude de problèmes portant sur les objets usuels du plan et de l’espace 
(calculs de distances, d’angles, d’aires, de volumes...) et de problèmes issus de 
situations géométriques (études de fonctions, optimisation,.…). 

Exemples d'emploi des barycentres, du produit scalaire et du produit vectoriel pour 
l'étude de configurations du plan et de l’espace. 

Exemples d'emploi d’un repère orthonormal dans le plan ou dans l’espace. 


$2 Le programme de spécialité de 1994 en géométrie. 


ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIE 


Nombres complexes 

Transformation de a cos 4 — b sin #, où a et b sont réels. 

Conversion de produits trigonométriques en sommes et de 

sommes en produits. 

Racines nimes de l’unité ; interprétation géométrique. Les élèves doivent savoir en déduire les solutions de l'équation 
Z,=<4@ Où a est mis sous forme trigonométrique. Aucune 
connaissance n’est exigible sur les méthodes de résolution 
algébrique, même si n=2. 


Calcul vectoriel et géométrie 
L'objectif est d'enrichir les applications géométriques du calcul vectoriel et des nombres complexes. 


Travaux pratiques 
Exemples de recherche de lieux géométriques dans le plan Pour les lignes de niveau, on exploitera notamment des situations 
(conditions de distances et d’angles, lignes de niveau, points liés issues des sciences physiques. 
à une configuration mobile). 
Réduction et lignes de niveau de £a, MA?; cas de deux points : 


lignes de niveau de . 
A4D 
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(MA, MB) = « Les élèves doivent connaître la condition de cocyclicité de quatre 


points qui en résulte. 


Ensemble des points A du plan tels que 
modulo 7, ou modulo 2x. 


Les élèves doivent savoir déterminer l’affixe d’un barycentre, 
évaluer un angle à l’aide de l’argument d’un quotient et traduire 
l’'orthogonalité ou la colinéarité de deux vecteurs. Toute autre 
formulation de propriétés géométriques à l’aide des nombres 
complexes doit faire l’objet d’indications. 


Exemple d'emploi des nombres complexes pour l’étude d’une 
configuration plane. 


Courbes planes 

L'introduction de quelques notions sur les courbes paramétrées est motivée par l'étude de situations géométriques, 
mécaniques ou physiques : on évitera donc de multiplier les exemples posés a priori On se gardera aussi de toute 
technicité ; en particulier l'étude des branches infinies et des points où le vecteur dérivé s'annule, la recherche des points 
multiples et l’emploi de coordonnées polaires sont hors programme. Pour l'obtention de périodicité et de symétries, toutes les 


indications utiles doivent être fournies. 


a) Notions sur les courbes paramétrées du plan 

Courbe définie en repère orthonormal par : 

1 OM(t)=x(t)it+y() j. 

Vecteur dérivé, interprétation cinématique (vecteur vitesse), tan- 
gente. 


b) Coniques 

Définition par foyer et directrice (lignes de niveau du rapport 
MF 
MH 
normal adapté, équation réduite : 
conique à centre. 

Mise en place d’une parabole ou d’une conique à centre à partir 
d’une équation de la forme y?=2px ou ax?+By?=7. 


}, excentricité ; équation cartésienne dans un repère ortho- 


cas d’un parabole, cas d’une 


Représentation  paramétrique tr (a cost, bsint) d’une 
ellipse. Projection d’un cercle sur un plan. 


L'étude des fonctions vectorielles (limites, continuité, calcul 
différentiel...) est hors programme. Le vecteur dérivé est défini par 
ses coordonnées x’(1), y’(t); pour la notion de tangente on se 
limitera au cas où ce vecteur n’est pas nul. Les élèves doivent 
savoir dresser un tableau de variations coordonnées des fonctions 
x et y et l’utiliser pour le tracé de la courbe. 


La génération bifocale de l’ellipse et de l’hyperbole pourra faire 
Pobjet d’une activité, mais aucune connaissance n’est exigible des 
élèves à ce propos. 


Les élèves doivent connaître le lien que cette représentation 
permet d'établir entre le cercle et l’ellipse par affinité orthogonale 
plane. Mis à part ce cas, aucune connaissance sur l’affinité n’est 
exigible. 


Travaux pratiques 


Exemples simples de courbes paramétrées du plan. 
Exemples d’obtention et d’emploi de représentations paramé- 
triques de coniques (détermination de la tangente en un point...). 


Exemples d’étude de situations issues de la géométrie, de la 
mécanique et de la physique menant à des coniques. 


Transformations et configurations du plan 


Mis à part le paramétrage fr (a cos, bsinf) de l’ellipse, 
aucune connaissance spécifique n’est exigible des élèves sur les 
paramétrages des coniques. 


Il s'agit d'approfondir et de réorganiser les acquis des classes antérieures dans le cadre des isométries et des déplacements, 
grâce à une étude plus systématique de la composition des transformations et de leur effet sur les configurations. Il ne 
convient donc pas de reprendre l'étude des isométries à partir de zéro : on s'appuiera sur les résultats acquis antérieurement 
concernant les translations, les réflexions et les rotations. Le programme comporte aussi quelques notions sur les similitudes 


directes ; les objectifs sont très modestes : on se borne à exploiter leur écriture complexe. 


a) Isométries du plan (bijections conservant la distance). 
La composée de deux isométries est une isométrie, la réciproque 
d’une isométrie est une isométrie. 


Décomposition d’une translation ou d’une rotation en produit de 
deux réflexions. 

Toute isométrie fixant un point O est, soit une réflexion, soit une 
rotation. 

Étant danné un point O, une isométrie f se décompose de 
manière unique en f=/{ou, où u est une isométrie fixant O et 
t une translation. 

Conservation du produit scalaire par une isométrie. 


Déplacements (isométries conservant les angles orientés) : com- 
posée de deux déplacements, réciproque d’un déplacement. 
Tout déplacement est soit une translation, soit une rotation. 


Étant donné des points À, B, A’, B' telsque 4'B'-A4B +70, il 
existe un déplacement et un seul transformant 4 en 4’, B en B'. 


En s’appuyant sur les exemples étudiés en Première, on observera 
que la conservation de la distance est valable non seulement pour 
les réflexions, les translations et les rotations, mais aussi pour leur 
composées, ce qui amène à introduire les isométries. 


Les élèves doivent connaître et savoir utiliser le fait que les 
isométries transforment les droites en droites, les cercles en 
cercles, les coniques en coniques, le parallélisme et le contact 
étant conservés ; il en est de même pour leur effet sur les 
barycentres, les angles et les aires. 


La notion d’antidéplacement est hors programme. 


Les élèves doivent savoir déterminer ce déplacement et, dans le 
cas d’une rotation, construire son centre. 
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b) Notions sur les similitudes directes du plan 

Composée d’une homothétie de rapport positif et d’une rotation 
de même centre : effet sur les distances, conservation des angles 
orientés. 

Écriture complexe. 

Similitudes directes (bijections transformant les distances dans un 
rapport donné et conservant les angles orientés). 


L'étude générale des similitudes (bijections transformant les 
distances dans un rapport donné) est hors programme. Il en est 
de même pour la composition des similitudes directes. 

Les élèves doivent savoir que les similitudes directes transforment 
les droites en droites, les cercles en cercles, les coniques en 
coniques, le parallélisme ou le contact étant conservés. Ils doivent 


Écriture complexe z-4z+b. Application à l’obtention 
d’une forme réduite : rapport, centre et angle d’une similitude 
directe quand a # 1, c’est-à-dire quand elle n’est pas une trans- 
lation. 


connaître leur effet sur les barycentres et les aires. 


Travaux pratiques 
Exemples d'emploi des transformations planes pour l'étude de 
configurations et de lieux géométriques. 


: ; te : ! : limitera à quelques exemples très simples. 
Exemples d’étude des isométries laissant invariante une configu- 


ration du plan. 


Exemples de recherche et d'emploi d’isométries ou d’homothéties 
planes transformant une configuration donnée en une autre 
(segments, triangles, rectangles, cercles….). 


ration en une autre n’est pas un objectif du programme. 


COMMENTAIRE personnel 

La disparition de la terminale C, devenue le symbole de la sélection par les mathématiques, 
était prévisible par beaucoup de praticiens dans cette classe. En 1994 Ia conjoncture est 
favorable à ce projet : les classes de terminales C se sont multipliées depuis 1990 dans les 
Lycées pour devenir le refuge "des bons élèves" quel que soit par ailleurs l'orientation post- 
bac envisagée par ceux-ci. Pour les gouvernants de tous horizons il est nécessaire de 
supprimer cette "voie royale". 

C'est l'enseignement de la géométrie qui fera le plus touché par la réforme de 1994. Le 
programme obligatoire est dominé par un corpus d'analyse comparable à celui de l'ancienne 
terminale D ; par contre, comme on le constate ci-dessus la géométrie ne comporte plus que 
deux chapitres : le calcul vectoriel et barycentrique et la géométrie analytique euclidienne. 
L'enseignement de spécialité est essentiellement tourné vers la géométrie des transformations 
et les coniques. Il semble que le rôle de la géométrie dans la culture générale et dans 
l'appréhension de l'espace ne soit plus reconnu comme nécessaire pour tous les élèves des 
sections scientifiques. 

Ainsi l'abandon en 1972 de la géométrie des figures et de la méthode euclidienne, même si 
l'on trouve dans les programmes de 1983 à 1991 une réelle volonté de rectifier le tir, marque 
bien, a mon sens le début du déclin de l'enseignement de la géométrie dans le secondaire. 
Et il va se poursuivre : pourtant en spécialité mathématique en 1994, les lieux géométriques, 
les lignes de niveau, les courbes paramétrées, les coniques, les transformations et 
configuration du plan et de l'espace sont toujours présentes dans les textes et les têtes de 
chapitre du programme de 1998 ci-dessus semblent reconstituer les savoirs exigés en 1992. 
Cependant les conditions de l'enseignement ont changé : en 1994 les élèves ne disposent plus 
que de deux heures pour la spécialité "mathématiques". En outre, ils sont souvent regroupés 
pour les autres disciplines avec les élèves d'autres T.S. qui ne suivent pas la spécialité math. 
Qui plus est, ils ” bénéficient" souvent d'un professeur différent pour l'enseignement 
obligatoire de mathématiques. Ceci ne permet pas un enseignement cohérent sur huit heures 
par semaine : il me semble que c'est l'expression d'une certaine volonté des gouvernants qui 
désirent minorer le rôle de l'enseignement des mathématiques au Lycée. 

Ce n'est pas le lieu ici d'engager une polémique sur la pertinence de cette Terminale S. 
Soulignons cependant la diminution progressive des effectifs "spécialité math" de la série S 
depuis l'instauration de la T.S. en 1994. Il est vrai que cette désaffection des élèves pour les 
sciences dures n'est pas un phénomène uniquement français, il est présent paradoxalement 
dans beaucoup de pays industrialisés ; maïs ce fait en France constitue une véritable rupture 
avec la politique engagée au début puis au milieu du XX° siècle. 


Des indications doivent être fournies sur la transformation à 
utiliser ; en outre, pour l'emploi de similitudes directes, on se 


La recherche de similitudes directes transformant une configu- 
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D'ailleurs la disparition de la série C ne fera pas cesser les reproches faits à l'enseignement des 
mathématiques ; nous avons vu tout au long des dernières années du XX° siècle les 
mathématiques montrées du doigt pour leur démarche “impérialisme" au regard des autres 
disciplines. On peut affirmer, sans paranoïa, que la campagne médiatique qui tend, à cette 
époque, à dévaloriser parfois avec acharnement, l'enseignement des mathématiques auprès du 
grand public a été organisé au plus haut niveau des responsabilités ministérielles. Est-ce une 
bonne démarche dans nos sociétés où la technologie de pointe est partout présente ?L'avenir le 
dira. 

Je ne donnerai pas d'extraits de manuels sur 1994, car le programme va subir une nouvelle 
refonte en 1997. Je ne donnerai pas non plus d'extraits sur celui de 1997 : ce sont des 
programmes de transition. Alors qu'une pause et une réflexion approfondie s'imposaient, de 
nouveaux programmes sont mis en chantier pour être appliqués dès septembre 2000 en 
seconde, puis en première et terminale les années suivantes. 


III La géométrie dans le programme de 1997 
$1 enseignement obligatoire (texte officiel) 


4 - Calcul vectoriel et géométrie | ; 
Le programme comporte trois objectifs principaux : 


- entretenir la pratique des objets usuels du plan et de l’espace ; sur ce point, le programme contient surtout des travaux pratiques 
mettant en œuvre les connaissances de géométrie du plan et de l’espace acquises dans les classes antérieures, ainsi que quelques no- 
tions nouvelles pérmettant essentiellement la résolution analytique de quelques problèmes dans l’espace ; ces travaux seront répartis 
tout au long de l’année, afin que l’élève acquière une certaine familiarité avec les activités géométriques ; on se limitera à des pro- 
blèmes dont les procédés de résolution ont valeur de méthode ; 


- poursuivre l’étude du calcul vectoriel, notamment par la mise en place du produit scalaire dans l’espace et du produit vectoriel ; 
æexploiter des situations géométriques comme source de problèmes, notamment en analyse, et, inversement, entretenir une vision 


géométrique grâce à la mise en œuvre systématique d’activités graphiques (tracés de courbes, schémas...) permettant de représenter 
lesobjets mathématiques étudiés dans les différentes parties du programme. - 


a) Barycentres 

Barycentres den points dans le plan et dans l’espace ; réduction _—_. Re 
d’une somme X 0; MÀ, dans chacun des cas Ÿ 0, #0etXo,=0. Les élèves doivent connaître et savoir utiliser l’associativité de 
Coordonnées et affixe du barycentre dans un repère adapté. la barycentration. 

b) Calcul vectoriel : - 

Produit scalaire dans l’espace. Expression dans une base À l’occasion de l’étude du produit scalaire, on présentera la 


Suite du programme de 1997 en géométrie ( fac-similé) 


projection orthogonale sur une droite, sur un plan. Les 
orthonormée élèves doivent caractériser vectoriellement 
l'orthogonalité de deux droites, d'une droite et d'un plan 
; ils doivent connaître et savoir utiliser la notion de plan 
perpendiculaires. 

Dans l'espace orienté, produit vectoriel. Expression dans une base 
orthonormée directe. Aucune théorie de l'orientation ne figure au programme 
; on s'appuieras sur les conventions physiques usuelles. 
Les élèves doivent savoir utiliser le produit vectoriel 
pour déterminer un vecteur normal à un plan. 

c) Représentations paramétriques et équations cartésiennes. 
Représentation paramétrique d'une droite dans le plan et dans 
l'espace. 


Equation cartésienne d'un plan : dans un repère orthonormal, 
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> = 


caractérisation par k.AM = 0 
Travaux pratiques 


Exemples d'étude de configurations du plan et de l'espace à l'aide 
des acquis des programmes de terminale et des classes antérieures. 
Exemples de calculs de distances, d'angles, d'aires, de volumes ..… 
utilisant l'outil vectoriel ou un repère. 


Exemples de courbes paramétrées du plan 


Les élèves doivent savoir déterminer un vecteur normal 
à un plan donné par une équation. 


Travaux pratiques 

On entraînera les élèves à choisir et utiliser les outils 
pertinents parmi : 

-les propriétés des configurations 

-le calcul vectoriel 

-le calcul barycentrique 

-les transformations 

- le calcul sur les affixes ou les coordonnées, 
après le choix d'un repère. 

- Pour cela on pourra proposer d'étudier une 
même propriété avec plusieurs méthodes. 
Cependant aux épreuves d'évaluation, la 
méthode et toutes les indications utiles seront 
fournies aux élèves 


On choisira essentiellement des exemples issus de 
situations géométriques, mécaniques ou physiques. On 
introduira à cette occasion l'ellipse ; d'autres coniques 
(parabole, hyperbole équilatère) ont été rencontrées 
comme courbes représentatives de fonctions. Les 
différentes coniques peuvent faire l'objet d'activités, 
mais aucune connaissance n'est exigible à leur sujet. 

Les élèves doivent savoir déterminer une tangente à 
l'aide du vecteur dérivé supposé non nul et tracer 

un tableau de variations 


285 


$2 Enseignement de spécialité 


ENSEIGNEMENT DE SPÉCIALITÉ 
Le paragraphe suivant n’est au programme que de l'enseignement de spécialité. 


2-Arithmétique 

L'arithmétique mérite de tenir une place dans la série scientifique, pour l’enseignement de spécialité, en raison de son importance 
dans le développement des mathématiques. L'objectif est de donner aux élèves un minimum cohérent de notions élémentaires per- 

mettant l'élaboration d’algorithmes simples et fondamentaux et l'introduction d'applications diverses à l’intérieur et en dehors du 
domaine mathématique. 


Divisibilité dans Z : diviseurs, multiples d'un entier. Aucune virtuosité n’est demandée aux élèves, mais ils devront 
Nombres premiers. Existence de la décomposition d’un entier savoir par exemple dresser la liste des diviseurs d'un entier 
naturel en produit de facteurs premiers. Existence d'une infinité donné, dans des cas simples. L'unicité de la décomposition en 
de norñbres premiers. facteurs premiers sera admise et son obtention pourra résulter 
Division euclidienne et algorithme d’Euclide. Plus grand de l’utilisation d’un logiciel de calcul formel. 

commun diviseur et plus petit commun multiple de deux entiers Il s'agit d’exploiter l’ensemble constitué de l'égalité et de 
naturels. Entiers premiers entre eux. l'inégalité définissant une division euclidienne. Pour les 
Théorème de Bezout, théorème de Gauss. déterminations de PGCD et PPCM, on évitera le recours 


systématique à la décomposition en facteurs premiers. 
On appliquera les résultats sur les entiers aux fractions : 
fractions irréductibles par exemple. 


1ravaux prariques 

Mise en œuvre de l’algorithme d’essai de division par Pour tester si un nombre est premier, l'algorithme comporte 
les nombres premiers successifs pour reconnaître si un entier une condition d'arrêt à indiquer. On se limitera à des exemples 
donné est premier. Crible d'Eratosthène. simples. 

Sur des exemples, utilisation de la division euclidienne pour La division euclidienne permet d'établir des comparibilités 
obtenir des critères de divisibilité, Exemples de changements avec les opérations nécessaires pour les problèmes étudiés. 

de base de numération. Ceux-ci pourront être l’occasion de présenter et de mettre en 


œuvre la notion de congruence, au sujet de laquelle aucune 
connaissance spécifique ne peut être exigée. Toute introduction 
de Z/nZest hors programme. L'aspect algorithmique sera 


privilégié. 
Calculs de PGCD et PPCM. L'introduction de quelques exemples de problèmes de 
Exemples de résolution dans Z d'équations du type calendrier, de méthodes de codage ou de cryptage, permet de 
au+bv=d, familiariser les élèves avec les diverses notions du programme, 
où d est le PGCD des entiers a et b. à l’occasion d'applications concrètes, et non d'exiger d’eux la 


connaissance d'une liste d'algorithmes. 
ENSEIGNEMENT DE SPÉCIALITÉ 
Les paragraphes suivants ne sont au programme que de l’enseignement de spécialité. 


Géométrie plane 


Pour les transformations mentionnées dans chacun des paragraphes qui suivent, on étudiera systématiquement leurs réciproques 
et les composées de deux d'entre elles. Un objectif est de mettre en évidence une structure commune à tous les cas : celle de groupe. 
En revanche, l'exploitation de cette structure n'est pas au programme. On s'attachera à ce que les élèves, au cours de cette étude, 
acquièrent une pratique de l’étude de configurations, de la recherche de lieux géométriques et de la résolution de problèmes de 
construction. 


1-Isométries fixant un point O 

- rotations de centre O Les élèves ont étudié ces transformations en première. Il s’agit 

- symétries axiales dont l'axe passe par O. ici de procéder à une étude exhaustive, incluant notamment le 
résultat : toute isométrie fixant un point est soit une rotation, 
soit une symétrie axiale. 

2- Similitudes directes fixant un point O 

- homothéties de centre O 

- composées d’une homothétie et d'une rotation toutes L'étude générale des composées de rotations et d'homothéties 


deux de centre O. est hors programme. 
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Interprétation à l’aide des nombres complexes. 


3- Déplacements etantidéplacements 
a) Théorème de décomposition d’une translation et d’une 


rotation en produit de deux symétries axiales. Pour l'acquisition des résultats de composition, on pourra soit 
b) Interprétation géométrique dez + az+betdez-az+b utiliser le théorème de décomposition, soit recourir aux 
dans le cas où |a|=1. nombres complexes. 


c) Composées de translations et rotations, composées d’une 
translation et d'une symétrie axiale. 


4- Homothéties et translations 
Composées de telles transformations. 


Travaux pratiques 
Exemples d'emploi des transformations planes pour l’étude On se limitera à des exemples simples. 
de configurations, la recherche de lieux géométriques et 
la résolution de problèmes de construction. 


Exemples d'étude des isométries laissant invariante une On pourra, à cette occasion, introduire les racines n°" de 
configuration du plan (triangle équilatéral, carré, rectangle,.…). l'unité pour quelques valeurs numériques de n, sans en faire 
une étude générale. 
COMMENTAIRE 


Le programme obligatoire de géométrie n'a pas fondamentalement changé en 1997, ïl 
demeure réduit à deux chapitres ; l'un sur le sur le calcul vectoriel et le barycentre, l'autre sur 
les courbes paramétrées introduites pour permettre aux élèves de la spécialité "Physique" de 
connaître le minimum du minimum sur les coniques. 

Le fait marquant de ce programme est le retour en spécialité " mathématiques " de 
l'arithmétique après 17 ans d'absence des programmes. 

Par contre, le chapitre mythique sur les coniques, présent au Lycée depuis le début du XIX° 
siècle, est abandonné, excepté sous la forme de courbes paramétrées dans le programme 
obligatoire. A l'occasion du cours de spécialité sur les transformations du plan, on retrouve 
après 11 ans d'absence la notion de groupe. Cependant il est bien spécifié que ce vocabulaire 
n'est justifié que si suffisamment d'exemples ont été rencontrés ; de plus on constate que 
l'usage du concept de groupe se limite à la simple constatation de son existence dans un cas 
précis. Encore une fois c'est trop ou trop peu ! 

Les lieux géométriques et les problèmes de constructions mentionnés dans le programme de 
spécialité semblent 1à pour paver de bonnes intentions un texte qui dans les nouvelles 
structures n'a plus de cohérence. 
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CONCLUSION SUR L'ENSEIGNEMENT DE 
L'ANALYSE ET DE LA GEOMETRIE 
AU COURS DU XX° SIECLE 


e In fine cet historique met en évidence trois grandes périodes qui ont marqué 
l'enseignement des mathématiques de façon radicale. 

- En 1902/1905 on peut mettre en évidence l'évolution des concepts plus proches des 
grandes découvertes du XIX © siècle et le caractère expérimental dominant dans la 
pratique du cours. 

- En 1960/70 avec "les mathématiques modernes" dominent le structuralisme et les 
concepts théoriques qui s'imposent sur le traitement des problèmes. 

- En dehors de ces deux temps forts, la fin du siècle trouve sa justification dans la 
réaction à la phase précédente dans les programmes de 1983/85 avec un retour aux 
problématiques et au primat de l'objet sur la structure. Puis enfin, à partir des années 
90, dans la continuité des programmes de 1985, l'essentiel se trouve dans l'adaptation 
aux nouvelles structures des Lycées, dont l'objet est la légitime démocratisation par 
l'ouverture du Lycée au plus grand nombre. 

e Si l'on regarde l'évolution de la population des lycées au cours de ces trois grandes 
périodes, il vient : 

- En 1902 la terminale scientifique (la classe de mathématiques élémentaires) s'adresse 
à une minorité, essentiellement issue de la classe bourgeoise dominante. Ceci explique 
l'importance des contenus et leur degré de difficulté qui cependant gardera une grande 
modération due à la sagesse des concepteurs. 

- En 1960/70 la création des CES permet (avec la disparition des cours 
complémentaires) de dispenser le même enseignement dans le milieu rural et le milieu 
urbain. Mais cette reforme n'entraînera qu'une augmentation mesurée de la population 
des Lycées. Le caractère abstrait et novateur du programme sera aidé par la formation 
continue des maîtres dans les IREM. Et le maintient d'une seconde et d'une première 
scientifique permettra un accueil convenable des élèves en ME puis en TC, malgré 
l'exagération de la difficulté théorique des contenus et leur caractère coupé du réel. 

- Enfin la dernière période, à partir des années 1990 est surtout marquée par la 
massification des Lycée qui entraînera une nécessaire adaptation des contenus et 
exigences. De 1990 à 1998, l'enseignement de la géométrie et de l'analyse en terminale 
scientifique sera conçu pour s'adapter à ces exigences, toujours plus allégées au fil du 
temps. 


1) La première grande période commence avec la réforme de 
1902/1905, et comprends les aménagements de 1925/1931. Elle suit une restructuration 
des Lycées commencée en 1898 par l'établissement d'un véritablement enseignement 
scientifique enfin à parité avec l'enseignement ‘'des humanités"”'. 

En analyse, la réforme, appliquée dans l'enthousiasme en 1902/1905, est une 
conséquence des dernières mises au point qui ont lieu à la fin du XIX° siècle ; notamment sur 
les nombres réels et la formalisation des concepts de limite, de continuité et d'intégrale. La 
nouveauté ne réside pas essentiellement dans les contenus. Ceux-ci sont en continuité avec le 
passé et l'exception vient essentiellement de l'introduction du calcul différentiel et intégral. 
La réalisation pratique dans les classes s'appuie sur une démarche nettement empirique. Dans 
le corpus du programme, la place de l'analyse est limitée, elle figure d'ailleurs dans la 
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rubrique "Algèbre", laquelle n'est qu'une partie du programme qui est dominé par la 
géométrie. Cette réforme sera un succès dans la durée, les évolutions dans les textes de 1925, 
1931 et 1946 n'apporteront que des modifications modestes. Répétons qu'il s'agit d'une 
analyse algébrisée et algorithmique, limitée à des calculs de dérivées et primitives, à l'étude 
des variations des fonctions élémentaires. Cependant nous avons constaté l'existence dans les 
ouvrages scolaires d'applications à la géométrie des suites (ou parties) adjacentes et les 
nombres réels ; par exemple pour les calculs d'aires ou de volumes. 

Si en géométrie, les contenus sur les coniques changent peu et 
continuent la tradition établie au XIX° par l'ouvrage d' A.M. Legendre, par contre il faut 
noter deux ruptures importantes. L'étude des transformations réalise la première rupture 
avec "le modèle” établi par Legendre. La recherche fondamentale en géométrie a fait 
d'énormes progrès au XIX° siècle. "Le scandale" du 5° postulat d'Euclide, qui a provoqué "la 
crise des fondements", est réglé avec l'invention des géométries non euclidiennes. La 
construction de la géométrie projective est achevée. Le dernier quart du XIX° siècle est 
l'époque des grandes synthèses avec la construction définitive de la théorie des ensembles, le 
programme d'Erlangen de Félix Klein et la méthode axiomatique de Hilbert. Ces découvertes 
sont à l'origine du chapitre sur les transformations au Lycée. Autour de ce chapitre 
s'organisent les isométries, les similitudes, l'inversion, la perspective centrale et tout ce qui est 
en rapport avec la division harmonique dans le programme de terminale de 1902/1905. C'est 
le cas pour la puissance d'un point par rapport à un cercle, la notion d'axe radical, de polaire 
d'un point par rapport à un cercle, les mêmes notions sont reprises dans l'espace. 

Dans la partie "Compléments de géométrie" l'élève pratique une véritable initiation à la 
géométrie projective par l'étude de la perspective centrale. C'est l'occasion de donner des 
notions sur l'homologie, le théorème de Desargues, et l'homographie entre deux droites. 

De même, la mise au point du calcul intégral par Riemann et des nombres réels par Cantor et 
Dedekind rend possible un chapitre entièrement renouvelé sur la mesure des longueurs, des 
aires et des volumes!. Les vielles méthodes comme "l'exhaustion" ou les "indivisibles" encore 
présentes à la fin du XIX° sont éliminées de l'enseignement. Les nombres réels interviennent 
implicitement dans les démonstrations sur la mesure des grandeurs incommensurables par la 
propriété des suites adjacentes ou des parties adjacentes. 

Les vecteurs sont définis mais ne sont pas utilisés dans les démonstrations, ce sont des outils 
soit pour les autres disciplines mathématiques comme la cinématique, la dynamique et la 
statique, soit pour l'enseignement de la physique avec la composition des forces, les calculs 
de moments d'inerties. 

La seconde rupture avec l'enseignement de la géométrie avec la modèle de Legendre 
réside dans la méthode. Cette réforme, inspirée notamment par les travaux de Charles Méray, 
est caractérisée par la volonté de conjuguer une approche expérimentale avec l'application de 
la méthode déductive. C'est ainsi que le mouvement sera utilisé dans les démonstrations bien 
au-delà de la définition de "l'égalité des figures" par superposition ; de même "la fusion" de la 
géométrie de l'espace et du plan sera proposée. 

Les arrêtés de 1925 et 1931 ne provoquent pas de changement sur le fond en analyse. 

En géométrie, il n'y a pas non plus de bouleversement des contenus ; seuls les chapitres sur la 
mesure des grandeurs et la perspective centrale disparaissent. Les deux piliers que sont les 
transformations et les coniques conservent leurs assises dominantes. Les faits notables sont 
l'abandon du "mouvement" dans les démonstrations et de la "fusion".Il s'agit donc d'un retour 
à l'interprétation de la géométrie euclidienne selon A.M. Legendre. En effet, les reproches 
des concepteurs de 1925 sur le programme de 1905 portent sur la perte de rigueur apportée 
par l'utilisation abusive du mouvement comme moyen de démonstration ; en 1925 la méthode 
euclidienne qui limite ces considérations à l'égalité des figures est entièrement restaurée. C'est 


! Le chapitre sur "les corps ronds" cylindre, cône et sphère conduit à des calculs d'aires et de volume. 
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ainsi que les rotations sont définies indépendamment de tout recours au mouvement ; la 
mesure des angles orientés ayant été précisée à k27x près, le centre et l'angle défissent la 
rotation par son action sur un point quelconque du plan. De même la "fusion ” qui n'a pas fait 
l'unanimité est abandonnée. 

En 1947, il n'y a pas de rupture en analyse et en géométrie avec les 
arrêtés de 1925. Les évolutions sont essentiellement dans l'affirmation d'un vocabulaire plus 
rigoureux, les notations vectorielles et le calcul vectoriel sont plus présents dans les 
démonstrations. La classification des isométries du plan et de l'espace est très complète, sans 
dégager pour autant l'invariant de la distance ni le groupe de transformations associé. 


2) La seconde grande période se réalise en deux temps. Tout d'abord le 
nouveau programme de 1962. En analyse c'est une véritable rupture avec la pratique 
depuis le début du siècle. A nouveau il s'agit alors de prendre en compte les progrès réalisés 
par les mathématiciens qui, depuis le début du siècle, utilisent dans leurs recherches! la 
théorie des ensembles, les structures algébriques et la méthode axiomatique de Hilbert. Ce 
programme de 1962 est une véritable consécration de l'analyse au Lycée; d'ailleurs elle est 
distinguée du Chapitre sur l'Algèbre et un Chapitre appelé "Analyse" figure pour la première 
fois avec ce nom dans les textes des programmes officiels. 

Le vocabulaire de la théorie des ensembles et les structures algébriques annonce la 
grande réforme de 1970 ; ils sont introduits dès la rentrée de 1963 en terminale, mais 
avec modération : uniquement au Lycée et dans les sections scientifiques. Le formalisme 
est mis en évidence avec la définition de la notion de limite en €,n. Le champ des concepts 
s'élargit avec la formalisation de la continuité et le théorème des valeurs intermédiaires d'une 
part et les dérivées et le théorème de Rolle et ses applications d'autre part. Enfin Pour la 
première fois au Lycée, sont définies les fonctions transcendantes Logarithme népérien et 


b 
Exponentielle. La notation de l'intégrale revient par jf (x)dx = F(b) — F(a). Tout ceci 


donne la mesure des ambitions nouvelles. 

Par contre en géométrie, le programme de 1962 constitue, face au formalisme de la théorie 
des ensembles qui s'annonce, un effort considérable pour montrer la rigueur du 
développement de la géométrie euclidienne et "moderniser" son enseignement. Notamment 
des critères précis sur "l'égalités directes ou non " des figures sont dégagées à la suite des 
définitions. Mais, comme nous l'avons vu, toutes les tentatives pour s'opposer au grand 
mouvement de fond qu'on appellera " Les mathématiques modernes" seront vaines. 

Le second temps établi en 1970, la réforme dite des 
mathématiques modernes". Ceci va dans la direction ouverte en 1962 mais la réforme est 
beaucoup plus radicale sur le fond. La rupture est d'autant plus profonde que les 
changements intéressent tous les élèves de toutes les séries ; de la maternelle à 
l'université. La théorie des ensembles, l'étude des structures algébriques et l'algèbre linéaire 
qui gouvernent la géométrie et à l'arithmétique constituent désormais l'essentiel du corpus du 
cours de terminale (M.E. ou MT. puis T.C ou T.E. à partir de 1965). De fait, la part de 
l'analyse s'en trouve minorée ; cependant ses contenus sont ambitieux avec une approche des 
réels par la propriété de la borne supérieure et l'intégrale par les sommes de Riemann pour 
une fonction monotone. 

A l'issue d'une polémique développée durant les années soixante, c'est 
la fin de la géométrie euclidienne. Au collège la géométrie est construite par la donnée d'un 
ensemble de points et d'une axiomatique : celle-ci est difficile en 4° et 3°, elle nécessite une 
première approche des réels par leur développement décimal illimité. La structure de groupe 
est définie en 3°. 


! C'est le cas par exemple du groupe Bourbaki 
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Au Lycée, aucun modèle d'axiomatique à la Hilbert, avec la donnée d'un ensemble de points 
et d'axiomes n'a pu s'imposer aux concepteurs. L'option choisie est celle qui a la préférence 
de J. Dieudonné : la notion d'espace vectoriel enseignée très tôt dès la seconde permet un 
développement important de l'algèbre linéaire en première et terminale. La géométrie devient 
alors un simple chapitre d'algèbre linéaire ; du point de vue des fondements elle repose 
uniquement sur la validité des nombres réels et les axiomes d'espaces vectoriels. L'étude des 
objets du plan et de l'espace représentés par des figures cède la place à l'étude des relations 
entre les objets. C'est le primat des structures sur les objets eux-mêmes. Cette réforme est 
appliquée en Terminale ( TC, TE) à la rentrée partir de 1972. 

3) La suite se fera en opposition à la période dites ‘'des mathématiques 
modernes". La réaction commence en 1983 en terminale avec ‘la contre réforme" qui 
s'affirme comme une volonté de rupture avec les excès de l'époque précédente. 
L'enseignement de l'analyse devient essentiellement “quantitatif” ; il met en avant les 
objectifs "majorer, minorer, encadrer " de Dieudonné, et trouve sa cohérence dans 
l'introduction des "technologies nouvelles” comme l'usage généralisé des calculatrices 
programmables et à un degré moindre des ordinateurs. Le programme d'analyse devient, pour 
la première fois dans le siècle, l'essentiel du corpus en T.C et T.E. 

En géométrie, dès 1986, disparaissent totalement les structures algébriques et l'algèbre 
linéaire pour faire place à un retour à la géométrie des figures. D'une part, ce programme de 
géométrie de 1985 favorise "l'activité de l'élève ” sur le discours de l'enseignant. D'autre part 
l'exigence d'une restauration du rôle de la figure, ce retour à des représentations concrètes, 
est très clairement établi dans les textes : il s'agit d'" approfondir la géométrie du plan et de 
l'espace à travers l'étude d'objets géométriques et de l'action de transformations sur ces 
objets". Tout ceci est très louable et suscite beaucoup d'espoir chez nombre d'enseignants 
après ma période aride des structures de la théorie des ensembles. La difficulté sur le terrain 
vient du manque de formation en géométrie élémentaire des plus jeunes. Il faut y ajouter une 
certaine ambigüité ; après une période de formalisme excessif, cette fois, les fondements de la 
géométrie enseignée, qui n'est plus ni l'algèbre linéaire n1 la méthode euclidienne abandonné 
en 1972, ne sont pas posés clairement. Par exemple, en terminale il est seulement précisé dans 
les textes que " Le champ des objets étudiés en première est enrichi". Si l'on remonte ainsi 
dans les programmes jusqu'au collège, il est apparaît clairement que la géométrie n'est plus 
fondée sur des principes ou axiomes clairement posés comme c'était le cas de 1902 à 1970. 
Les concepteurs mettent en avant l'utilisation des "outils " dans “l'activité de l'élève". "Cet 
approfondissement de la géométrie plane passe par la bonne pratique des outils fournis par le 
programme (énoncés de base sur les configurations et les transformations, calcul vectoriel 
dans un repère adéquat, emploi de nombre complexe)." Cette géométrie des outils va perdurer 
jusqu'à la fin du siècle, son principe ne sera pas affecté par les programmes de 1991, de 1994 
ni le dernier du siècle en 1997. 

Les objectifs de 1983 sont jugés trop difficiles au fur et à mesure que s'accomplit "la 
massification" des Lycées ; des réductions de programme sont effectuées presque chaque 
année. Si bien qu'en 1999, pour une majorité d'élèves, l'analyse est redevenue 
progressivement purement "algébrique" et souvent réduite à des démarches algorithmiques. 
Ces dernières sont réalisées avec l'aide, souvent en aveugle, par des calculatrices 
programmables et graphiques. Pour ma part, je constate dans ma pratique quotidienne, que 
l'élève aura de plus en plus tendance à appliquer des "recettes". 

Ainsi, les problèmes soumis à l'élève lui donnent certes l'occasion de pratiquer des calculs, 
d'utiliser des algorithmiques répétitifs ; mais en analyse il est conduit linéairement vers une 
solution par le jeu des questions dont la cohérence lui échappe. 

Cette démarche est-elle rationnelle ? A-t-elle un impact sur la formation culturelle du lycéen ? 
Est-elle adéquate pour le préparer à des études supérieures scientifiques ? Le temps passé à 
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ces apprentissages le prépare-t-il à la maîtrise de sa réflexion et au raisonnement scientifique ? 
Pour certains praticiens la réponse est non. 

Les allègements des programmes sont très importants en géométrie, surtout à partir de 1994. 
C'est ainsi que l'épreuve du baccalauréat scientifique (série C puis S à partir de 1994) à 
compter de 1983 ne comportera plus jamais un problème de géométrie. Le dernier 
remaniement de juin 1997 en Terminale S relègue les transformations (uniquement planes) 
dans l'enseignement de spécialité. L'enseignement obligatoire se résume en géométrie à des 
outils utiles aux autres sciences comme la notion de barycentre et les courbes paramétrées. , 
Ces dernières sont l'occasion d'aborder très succinctement les équations des coniques. 
L'acquisition du savoir cède la place à l'apprentissage d'un savoir-faire. 

Peut-on, sans polémiquer, porter un jugement sur cette évolution 
de la fin du siècle ? Les remarques précédentes et celles qui suivent sont, bien entendu, 
subjectives ; ce sont celles d'un enseignant qui a pratiqué en terminale scientifique de 1963 à 
1999. Essayons de continuer en se posant des questions et d'exposer parfois un avis parmi 
d'autres. 

Il est juste de préciser que la grande ambition démocratique appelée "Rénovation des 
Lycée” n'est pas un problème franco-français : l'accès au savoir du plus grand nombre selon 
les ambitions et les talents de chacun pose un vrai problème dans la plupart des pays 
développés. Il serait faux d'affirmer que les solutions choisies en France sont les plus 
mauvaises. Revenons aux questions que posent ces programmes de fin de siècle. Tout d'abord 
n'y a-t-il pas perte de rationalité dans un discours sur la géométrie qui n'est plus basé sur des 
principes ou axiomes clairement définis au collège? D'autre part la capacité des élèves à saisir 
la nécessité de faire des démonstrations! en géométrie n'a-t-elle pas quasiment disparue? 

Un enseignement de la géométrie élémentaire est-il devenue obsolète, inutile à la formation 
du Lycéen et du citoyen en cette fin du deuxième millénaire, en ce début du troisième 
millénaire ? Pourtant il est reconnu que la géométrie est le lieu où l'on appréhende l'espace ; 
et la "vision géométrique”, qui aide à construire des images mentales, intervient quel que soit 
l'avenir professionnel de l'élève. D'autre part, la capacité à raisonner est une nécessité pour 
tous les citoyens. L'expérience nous a montré que la géométrie euclidienne joue un rôle 
important dans l'apprentissage du raisonnement déductif dès le collège, sans pour autant 
revendiquer pour elle seule cette qualité. De plus la géométrie couvre des champs multiples : 
le concret et le visuel, l'esthétique et même le ludique. Née pour l'essentiel de l'Antiquité 
grecque, elle fait partie du patrimoine culturel de l'humanité. Mais ce patrimoine est toujours 
vivant : la géométrie est présente dans la vie pratique de tous les jours pour mesurer, lire une 
carte ou le plan d'un kit de bricolage ou les graphiques statistiques toujours plus nombreux 
dans les journaux. Faut-il parler de son utilité dans les sciences de l'ingénieur ou l'imagerie 
médicale en trois dimensions et la conception assistée par ordinateur ? Il n'est pas utile de 
rappeler son importance en Physique où la vitesse est un vecteur et un champ électrique le 
produit vectoriel, les trajectoires des astres ou des particules sont des coniques. Enfin 
terminons par les mathématiques où très souvent "mathématiser” commence par 
"géométriser" selon le point de vue d'un grand mathématicien contemporain René Thom’. 
"Penser géométriquement", faire un dessin est une activité essentielle pour le mathématicien 
non nécessairement géomètre. Plus généralement, les futurs scientifiques, n'ont-ils plus 
besoin d'apprendre à fabriquer des images mentales à partir des figures de la géométrie 
élémentaire pour accéder à une connaissance rationnelle du monde ? Je donne ci-dessous le 


LE 144 son é ë 4 pue se 
si l'on entend par "démonstration" l'établissement du "pourquoi" de la vérité des propositions 


2 É AR Pre Ê S : ss 2 : 

Normalien, membre de l'IHES, médaillé Fields en 1958, il est le père fondateur d'une branche entière des mathématiques modernes: « la 
théorie du chaos ». Sa carrière est cependant atypique, après avoir construit une oeuvre mathématique considérable, il s'est consacré avec 
succès à la philosophie. 
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point de vue de Rudolf Bkouche dans l'épilogue de son appendice historique à l'ouvrage 
"Initiation à la géométrie" écrit par Daniel Lehmann en 1987. 


Citation : 
Quiconque recherche le nom seul est égaré 


et perdu 
Rûmi. 


Si l’on peut voir la science comme la construction d’une représentation 
rationnelle du monde par l'esprit humain, construction dont les mathémati- 
ques constituent l’un des aspects les plus importants (même si l’on peut 
douter de leur universalité) on ne saurait oublier que cette rationalité se 
construit sur un donné, donné qui n’est autre que le résultat du heurt de 
l'homme avec le réel. Et l'appropriation du savoir, qui reste l’un des 
objectifs de l’enseignement, se construit elle aussi sur ce donné; c’est ainsi 
que la géométrie élémentaire, cette partie de la science qui se situe au 
carrefour des mathématiques et de la physique, construction qui fut 
longtemps le modèle de la physique mathématique, reste encore aujourd’hui 
la voie d'accès au savoir géométrique contemporain: les représentations 
géométriques d’aujourd'hui se construisent sur cette géométrie première et 
sans elle les aspects métaphoriques de ce langage universel qu'est devenu 
le langage géométrique perdent tout sens. 

Une initiation à la géométrie dont l'un des objectifs est l’accès au savoir 
contemporain peut alors se définir comme le cheminement qui conduit de 
cette géométrie première aux constructions sophistiquées des mathématiques 
contemporaines, moins pour suivre une reconstruction-historique qui n’a 
pas lieu d'être que pour démêler les fils directeurs et expliciter les 
problématiques qui permettent de comprendre les enjeux et les significations 
du savoir d’aujourd’hui. 


Rudolf Bkouche 
Lille, mai 1987 


4) Cette étude nous conduit à réfléchir pour l'avenir sur l'équilibre 
entre les diverses disciplines mathématiques en terminale scientifique. Mon travail au 
quotidien avec les élèves m'a montré que l'enseignement de l'analyse, lorsqu'il n'est pas réduit 
à l'algébrisation!, au Lycée est un exercice difficile. Si l'activité noble de l'analyse c'est 
"majorer, minorer, encadrer”, et je le pense évidemment, il importe d'examiner la faisabilité 
au Lycée d'un projet d'enseignement dans lequel s'inscrivent ces objectifs. Si l'élève moyen de 
terminale scientifique sait calculer dérivées et primitives, il lui est difficile d'entrer vraiment 
au cœur du champ de l'analyse. Même chez les meilleurs, les blocages arrivent tôt ou tard. Il 
est reconnu que l'élève maîtrise une notion, un concept, lorsqu'il sait l’utiliser pour résoudre 
des problèmes. Si l'on veut tenir compte de l'expérience accumulée au cours du siècle dans 
ce domaine, je crois qu'il nous faudra, dans le futur, rester modeste dans le choix et la 
formalisation des concepts d'analyse au Lycée. 

En effet le lycéen de terminale peut très bien comprendre la définition de la limite en un point 
en £& et n à la suite d'une activité pédagogique adaptée, je l'ai vérifié de 1963 à 1983. Par 
contre l'utilisation de cette définition pour résoudre un problème le met presque toujours en 
échec. 

Il y a des "obstacles épistémologiques" dont la levée ne peut se faire que progressivement 
chez l'élève. On ne peut brûler les étapes de la conceptualisation. Il faut donc des reprises et 
aussi des sauts qualitatifs. Est-il possible de le faire au Lycée ? Lors de la période de 1983 à 
1998 ; certains enseignants pensaient faire acquérir du sens à cette analyse, toujours plus 
algébrisée et algorithmique, par la seule vertu de techniques utilisant des calculatrices 


1 pts Re M he Pa die : 
Calcul des dérivées, des primitives, des intégrales et l'études des variations des fonctions. 
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programmables et graphiques. On peut penser que cette ambition ne s'est pas réalisée dans les 
faits, les enseignants après le baccalauréat nous le confirment. 

Il importe d'examiner les conséquences de l'absence de véritable démonstration dans un cours 
d'analyse. Dès juin 1995, lors d'un colloque sur l'analyse, un professeur d'IUFM, spécialiste 
de la didactique, déclare à ce titre : " a l'issue de ce processus, chez l'élève la confusion 
s'installe entre le vrai et le faux". Ce propos, venant d'une pensée plutôt favorable à 
l'évolution des programmes depuis 10 ans, m'a conforté alors dans la justesse de ma 
réflexion. Pour toutes ces raisons, il me semble évident qu'il faut remettre en question la 
position actuellement dominante de l'analyse’ en terminale scientifique et rester modeste 
dans l'énoncé des concepts. 

En premier lieu, ceci permettra de restaurer dans la série scientifique et pour les raisons que 
nous avons avancées, un corpus suffisamment important en géométrie élémentaire. En 
second lieu, il sera possible d'aborder d'autres disciplines devenues nécessaires telles les 
statistiques et les probabilités. Ces sciences sont désormais utiles aussi bien aux scientifiques 
qu'à tout citoyen contemporain s'il veut rester capable d'interpréter et de critiquer les 
multiples informations chiffrées dont il est quotidiennement étourdi par les médias de toutes 
sortes. Bien entendu, comme toute connaissance basique du citoyen, un tel enseignement de 
statistiques doit commencer très tôt chez l'enfant à l'école primaire ou au collège. Ceci est 
d'ailleurs une orientation essentielle des nouveaux qui seront appliqués dès la seconde en 
septembre 2000. 


J'ai souvent eu l'impression, à la fin du XX° siècle, au cours de ces abandons successifs au 
Lycée en analyse et géométrie, que notre époque semble tentée par une mise en sourdine de 
certaines disciplines de réflexion comme les mathématiques, les sciences physiques ou la 
philosophie pour les remplacer par des apprentissages plus tournés vers la pratique et 
les réalités. On peut penser que c'est un vrai problème de société dont les enjeux sont 
considérables pour l'avenir. 

Va-t-on jeter par-dessus bord des connaissances qui dès la Grèce antique et la Renaissance 
ont participé à l'établissement de notre civilisation au prétexte que le rendement gouverne 
toutes les activités humaines ? Tardivement et progressivement, en mathématiques, nous 
avons constaté des réactions à ces tendances. Certains inspecteurs généraux ; citons dès 1994 
Pierre Legrand, doyen de l'inspection général dans son article du " Monde" : "Requiem pour 
une TC", puis certains membres de la Société Mathématique de France expriment l'opinion 
selon laquelle l'enseignement des mathématiques est en danger en France ; enfin l'APMEP” 
prends position clairement dans ce sens. 

Je ne peux terminer sans remettre en cause la structure de la TS. Est-il bien raisonnable, en 
fin de cursus au Lycée, d'enseigner les mêmes mathématiques à ceux qui d'une part se 
destinent aux sciences de la Vie et de la Terre et d'autre part aux futurs ingénieurs et 
chercheurs en Physique, en mathématiques et dans les domaines technologiques. 

Cette disposition fut adoptée en 1994 pour mettre fin au règne de "la voie royale" c'est à dire 
la TC. Dans le contexte de la massification des lycées, la série C était devenue le "refuge ” des 
bons élèves, quel que soit leurs aptitudes aux Mathématiques et à la Physique. C'est ainsi que 
de futurs littéraires étaient souvent orientés vers la TC pour rester avec "l'élite". A l'heure 
actuelle, quinze ans après, dans les faits, la TS joue le même rôle, et on choisit très souvent 
cette voie pour garder grand ouvert l'éventail des orientations post-bac. Par ailleurs la série 
littéraire n'a pas attiré le public de choix escompté. Donc à mon sens la TS est un échec, et 
mon opinion est renforcée par la baisse continue depuis 1994, de la proportion des élèves qui 
s'orientent après le bac vers l'étude des sciences dures (ingénieurs, physiciens, 


1 
En 1999 
? Association des professeurs de mathématiques de l'enseignement public réagit nettement en 1998 
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mathématiciens, chercheurs). Alors que dans le même temps, aux Indes et en Chine, ces voies 
sont en augmentation exponentielle. Les grands défis de l'avenir sur la survie de la planète se 
feront-ils sans l'apport, sans l'aide d'une technologie plus avancée encore ? Je ne le crois pas 
et notre pays doit y être présent. 

Si ce propos paraît aujourd'hui utopique, il me semble très probable qu'à moyen terme nous 
reviendrons, certes sous une autre forme, car l'histoire ne revient jamais en arrière, à des 
mathématiques au Lycée mieux gouvernées par une orientation post-bac. 

Par ailleurs, ne faudrait-il pas, dans des filières renouvelées, permettre l'accès de certains 
élèves à un enseignement plus rationnel en mathématique dès la fin du Collège et en classe de 
seconde ? Parler ainsi c'est poser le difficile problème de l'orientation souvent assimilée à la 
sélection. Il faudra bien trancher là dessus dans un avenir proche. 
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